Studierhinweise zu Lektion 1
Analysis (Modul 61211)

Diese Kurseinheit dient der Einfithrung des Raumes R"™ und einiger seiner Struk-
turen. Die ersten beiden Abschnitte bieten einen Riickblick auf den Kurs Mathe-
matische Grundlagen (MG) — wer den Stoff noch gut im Gedéchtnis hat, kann sie
zunéchst iiberfliegen, sollte aber die eingefiigten Ergéinzungen nicht verpassen.

Vom dritten Abschnitt an werden neue Begriffsbildungen vorgestellt, denen sich R"
als wichtiges Beispiel unterordnet: reeller Vektorraum, normierter Raum, Umgebung
eines Punktes. Besonders wichtig sind der Konvergenzbegriff und der Vollstiandig-
keitsbegriff (Abschnitt 1.5). Abgesehen davon, dass es sich bei den neuen Begriffen
um genaue Analogien zu schon Bekanntem aus MG handelt, besitzen die meisten
eine anschaulich-geometrische Deutung, sodass man mit ihnen bald sicher umgehen
kann.



Struktur der Kurseinheit 1

Riickblick auf MG Erginzungen und neue Inhalte
1.1 Korper (R, +, ) 1.1 geordnete Menge,
Rechenregeln geordneter Koérper
Y '
1.1 (R, <) 1.1 Cauchy-Schwarzsche,
linear geordneter Korper Minkowskische
! Ungleichung
1.1 Ungleichungen, ¥
Betrag [-| | q 1.1 Rdume B(M),

Supremumnorm || - ||oo
'
1.3 R™ als Menge
e bbb +| der n-Tupel; Addition,
! skalare Multiplikation

¥

1.1 beschréankte Mengen,
Funktionen, Folgen

¥

1.1 Supremum, Infimum

Intervalle ]
1.3 reeller Vektorraum,
Y Beispiele
1.2 Abstand, 1
5—Umgebu.ng 1.4 Norm ||-||, normierter
Umgebung in R Raum (X, || . ||)7
v induzierter Abstand
1.2 konvergente Folge, !
Grenzwert, Regeln 1.4 Skalarprodukt,
v euklidische Norm,
1.2 e-nop-Kriterium, Satz des Pythagoras
Monotoniekriterium, r

'

Cauchykriterium E 1.5 e-Umgebung, konv.
v oS "l Folge in (X, ]| - [|)
1.2 Cauchyfolge in R, v
Satz von Bolzano- e 1.5 Cauchyfolge,
Weierstraf fTTTTTTTmTmmmmmmmmmmes >

Banachraum, R" vollst.

'

1.5 Aquivalenz der
Normen auf R"




Zielelement 1.1 — Riickblick und Erginzungen: Reelle Zahlen

Lerninhalte
(R, +,-) ist ein Korper geordnete Menge,
Korpereigenschaften linear geordneter Korper
Ungleichungen,
Betrag | - | <
Dreiecksungleichung

'

Cauchy-Schwarzsche und
Minkowskische
Ungleichung

'

beschrinkte Mengen,
Funktionen, Folgen

'

Supremum, Infimum
Existenz, Eindeutigkeit

'

Intervalle
offene, halboffe-
ne, abgeschlossene

'

erweiterte Zah-
lengerade R
supM,inf M € R

'

R&ume Abb(M,R)
und B(M)

Supremumnorm || - ||eo

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

die Korpereigenschaften von (R, 4, -) und die Ordnungseigenschaften von (R, <
) benennen und erldutern kénnen,

Ungleichungen mit dem Betrag sicher handhaben und die Cauchy-Schwarzsche
sowie Minkowskische Ungleichung kennen,

die Begriffe beschrankte Menge, Supremum und Infimum definieren und die
Existenz des Supremums in R kennen,

die Intervalltypen unterscheiden und die erweiterte Zahlengerade R beschrei-
ben kénnen,

den Raum B(M) der beschrankten Funktionen und die Supremumnorm || - ||



kennen.

Selbstkontrollelement 1.1

Sehen Sie, dass die Menge {2" | n € N} nicht nach oben beschrinkt ist? — Kénnen
Sie einen Beweis angeben?



Zielelement 1.2 — Riickblick und Erginzungen: Konvergenz

Lerninhalte

Betrag, Abstand
d(z,y) = |z -yl
e-Umgebung U.(a),
Umgebung, Haus-

dorffeigenschaft
¢ Konvergenzkriterien:
konvergente Folge, notwendig: beschrénkt
Grenzwert limy_,oo ag hinreichend: Monotonie
¢ notw.+hinr.: Cauchy
Rechenregeln

flir konvergente
Folgen, Sandwich-
Theorem

!

Teilfolgen, Diver-
genzkriterium

'

Cauchyfolge,
Cauchykriterium

!

Satz von Bolzano-
Weierstrafl

'

bestimmt diver-
gente Folgen,
uneigentlicher Grenzwert

A

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

den Begriff der Umgebung mit der e-Umgebung in Verbindung bringen und
die wichtigsten Eigenschaften von Umgebungen angeben kdnnen,

das e-ng-Kriterium, das Monotoniekriterium und das Cauchykriterium fiir kon-
vergente Folgen kennen und anwenden konnen,

mit Teilfolgen und dem Divergenzkriterium arbeiten konnen,
den Satz von Bolzano-Weierstral formulieren und anwenden kénnen,

bestimmt divergente Folgen und uneigentliche Grenzwerte erkldren kénnen.



Selbstkontrollelement 1.2

Ko6nnen Sie einige Bedingungen (notwendig und/oder hinreichend) dafiir nennen,
dass eine Folge keine Cauchyfolge ist?



Zielelement 1.3 — R” als reeller Vektorraum

Lerninhalte

Lernziele

Die Menge R™:
senkrecht ange-
ordnete n-Tupel

!

Addition und
skalare Multi-
plikation in R™

!

reeller Vektor-
raum (X, 4+, )
Axiome Add_y4,
Mult{_3

Veranschaulichung:
Punkte, Ortsvektoren,
freie Vektoren

'

R™ als reeller
Vektorraum,;

weitere Beispiele:
Abb(M,R), B(M), ¢, P,

A

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e den Raum R"™ (Elemente, Addition, skalare Multiplikation) beschreiben und

fiir n = 2, 3 geometrisch veranschaulichen kénnen,

e die Axiome eines reellen Vektorraums aufzidhlen und iiberpriifen konnen,

e R” als Beispiel eines reellen Vektorraums einordnen und weitere Beispiele

(Funktionenrdume, Folgenridume) kennen.

Selbstkontrollelement 1.3

Sei X ein reeller Vektorraum und () # U C X. Ist Thnen klar, dass U genau dann
ein Unterraum von X ist, wenn fiir alle o, 5 € R und fiir alle z,y € U der Vektor

ax + Py in U liegt?



Zielelement 1.4 — R" als normierter Raum

Lerninhalte

Norm || - || auf einem
reellen Vektorraum X:
Definitheit,
Homogenitat,
Dreiecksungleichung

!

normierter
Raum (X, || - ),
induzierter Abstand
d(z,y) = [lz —y|
!
Beispiele: || - ||oo
auf B(M),

I {l und - oo
auf C([a, b])

'

Normen auf R":
|- {1, [I - [l2 (euklidisch),
|- lloo (Maximum)

'

euklidische Norm:
2] = V- z

Satz des Pythagoras

Skalarprodukt x - y,
orthogonale Vektoren

A

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e den Begriff des normierten (reellen Vektor-)Raums definieren und an Beispie-
len, insbesondere am Beispiel R", erlautern kénnen,

e den von einer Norm induzierten Abstand definieren konnen,

e das Skalarprodukt auf R™ mit der euklidischen Norm in Zusammenhang brin-
gen und den Satz des Pythagoras formulieren kénnen.

Selbstkontrollelement 1.4

Sei (X, || -]|) ein normierter Raum, d der von || - || induzierte Abstand. Sehen Sie,
dass d translationsinvariant ist, d.h. d(z + a,y + a) = d(z,y) fir alle z,y,a € X
gilt?



Zielelement 1.5 — Konvergenz in R"

Lerninhalte

e-Umgebung, Umgebung
in (X, [ - ),
Hausdorffeigenschaft

'

konvergente Folge (zy),
Grenzwert in (X, || - ||),
e-no-Kriterium

'

Konvergenz in

Rechenregeln fiir

n .
(R™, | HOO) konvergente Folgen
< Konvergenz jeder in (X,] - )
Koordinatenfolge ’

'

Satz von Bolzano-
Weierstra
in (R, || - [loo)

Cauchyfolge in (X, ] - |]),
Eigenschaften

!

vollstdndiger nor-
mierter Raum
(Banachraum)

!

R™ ist Banachraum;
B(M), C([a, b])
vollstandig

!

Aquivalenz der Normen
auf R

A

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

die Begriffe e-Umgebung und Umgebung in einem normierten Raum definieren
und ihre wichtigsten Eigenschaften nennen kénnen,

den Begriff der konvergenten Folge und ihres Grenzwertes in einem normierten
Raum definieren und an Beispielen erldutern kénnen,

die Konvergenz von Folgen in (R",|| - ||) durch die Konvergenz der Koordina-
tenfolgen charakterisieren konnen,

den Begriff der Cauchyfolge und den des vollstindigen normierten Raumes
(Banachraums) definieren und an Beispielen erldutern kénnen,



e R™ als Beispiel eines Banachraums kennen und wissen, dass alle Normen auf
R™ dquivalent sind.

Selbstkontrollelement 1.5

Sehen Sie, dass eine Folge in (R™, ||-||) mit beliebiger Norm genau dann Cauchyfolge
ist, wenn jede der n Koordinatenfolgen Cauchyfolge in (R, |- |) ist?
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