Einsendeaufgaben — Aufgabe 1.3
61211 Analysis

Aufgabe 1.3

a) (i) 1.VeeX:|(zn)]le >0

I(zn)lloo = sup{|zn| : n € N} >0,
da |z,| > 0 fiir alle n € N.
2.Ve e X 1 ||(zp)]|oo =0 <=2, =0
,="“-Richtung:
Sei ||(xn)]|co = 0. Wegen ||(z,)]|co = 0 und sup{|z,| : n € N} =0 folgt x,, = 0.
,,<="“-Richtung:
Sei x,, = 0. Daraus folgt direkt ||(x,)| = 0.
(ii) Vo € X Va € R : ||ax|| = |a] ||z]|

|(azy)||lco = sup{|az,| : n € N}
= |a| sup{|z,| : n € N}

= la [[(zn)ll
(iii) Vz,y € X : [z 4+ ylloo < ||Z]loo + ||¥ll

12+ ylloo = [ (2n) + (yn)lloe
= sup{|z, + yn| : n € N}
< sup{|zn| + [yn| - n € N}
< sup{|z,| : n € N} +sup{|y,| : n € N}

= [I@n)lloo + 1 (wn)llo

b) Sei (fx) eine Cauchyfolge in (X, | - ||c). Wir definieren fy(j) als j-tes Folgenglied
von fr. Wir zeigen nun, dass (fi(j)) eine Cauchyfolge in R ist.

Sei j € N und € > 0 beliebig. Da (fi) eine Cauchyfolge ist, existiert ein ng € N mit:

[fe(5) = fao (G)] < supf[fi(n) — fro(n)| - n € N}

= |Ifr = frolleo <€

fiir alle k£ > ny.



Also ist (fx(j)) eine Cauchyfolge in (R, | -|). Da jede Cauchyfolge in R konvergiert,
konvergiert (fz(j)). Wir definieren die Folge f mit

fo = lim fr(n), firneN.
k—o00

Noch zu zeigen, dass f € X und fr — fin (X, || - [|o0)-

(i) feX
Wir zeigen, dass f eine Nullfolge ist. Sei ¢ > 0 beliebig.
Da (f) eine Cauchyfolge in (X, || - [|) ist, existiert ein ny € N mit:

9
Vk e N: (k>ng) = ka—fnoﬂoo<§.

Da f,, € X, ist f,, eine Nullfolge. Demnach existiert ein j, € N mit:

. . . . 9
VieN:(j>jo)=|fa(U)l < 3

Wir wihlen dieses j, aus und zeigen
Vi €N:(j=jo) = |f(H)l <e
Sei j > jo. Da fi(j) — f(j), existiert ein ko € N mit

vk €N: (k> ko) = |fu(i) — £()] < 5.

Wir definieren &y := max{ng + 1, ko}. Damit kénnen wir nun schlussfolgern:

FI=1£G) = fra () + fra )]

< 1£0) - IEJ>|+\fkl<j>r

< S+ )l

= =+ 1fa () = Fan5) + Fa )]
< =+ 1Fu () = Fao )+ 1o ()
<§+|fk1<y> Fra)l +

Da |fk’1(]) - fno(])| < ||fk1 fn()HOO 5y Wegen kl > Ny, fOlgt

FOI < 5+ 1) = ful)l + 5
€ 9 9
< 3 +§—|—§ =€

f ist also eine Nullfolge und demnach ist f € X.
(i) [fi — flloo — 0 mit & — oo

Nach Beispiel 1.5.19(i) ist (B(N),| - ||«) €in Banachraum. Da jede Nullfolge be-
schriankt ist, gilt X C B(N). In (i) haben wir schon gezeigt, dass f € X, also auch
f € B(N). Jedes Folgenglied f; ist nach Definition von X ebenfalls eine Nullfolge,
also beschrankt. Nach 1.5.19(i) gilt dann

/5 = flloe = 0.
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) (@)oo < || gilt, da:

n=1
Fall 1: ||(,) o = 0

Dann muss (x,,) eine konstante Folge x,, = 0 sein. Demnach gilt

l@a)lloe = 0= |zal.

n=1

Fall 2: ||(x)]|ec > 0

Es muss ein k € N existieren mit:

|zk] = sup{|zn| : ¥n € N} = [|(2)]]oo-

Denn sonst miisste es eine Teilfolge (z,,,) geben mit |z,,| — sup{|z,| : ¥n € N}.
Dies kann aber nicht sein, da (x,) eine Nullfolge ist. Demnach gilt

1(a)lloe = sup{|aa] : ¥n € N} = |zi| <) fal.

n=1

Gilt auch fiir den Fall Z |z,| = 00, da fiir alle x € R z < oo definiert ist.

n=1



