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a) (i) 1. ∀x ∈ Rn : ∥x∥ ≥ 0

∥x∥ = |x1|+
n∑

j=2

|xj − xj−1|

≥

∣∣∣∣∣x1 +
n∑

j=2

xj − xj−1

∣∣∣∣∣
≥ 0

2. ∀x ∈ Rn : ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

�⇒�-Richtung:

Sei ∥x∥ = 0.

Beweis durch vollständige Induktion:

Induktionsanfang: n = 2

Da |x1| + |x2 − x1| = 0 gilt, muss x1 = 0 und damit |x2 − x1| = |x2| = 0 sein.

Also x =

(
x1

x2

)
= 0.

Induktionsschritt: n → n+ 1

Nach der Induktionsvoraussetzung xk = 0 für alle 1 ≤ k ≤ n gilt:

∥x∥ = |x1|+
n+1∑
j=2

|xj − xj−1|

= |xn+1|

Da ∥x∥ = 0 gilt, muss xn+1 = 0 sein. Also x =

 x1
...

xn+1

 = 0.

�⇐�-Richtung:

Sei x = 0. Daraus folgt direkt

∥x∥ = |x1|+
n∑

j=2

|xj − xj−1| = 0.
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(ii) ∀x ∈ Rn ∀a ∈ R : ∥ax∥ = |a| ∥x∥

∥ax∥ = |ax1|+
n∑

j=2

|axj − axj−1|

= |a| |x1|+
n∑

j=2

|a| |xj − xj−1|

= |a|

(
|x1|+

n∑
j=2

|xj − xj−1|

)
= |a| ∥x∥

(iii) ∀x, y ∈ Rn : ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

∥x+ y∥ = |x1 + y1|+
n∑

j=2

∣∣(xj + yj)− (xj−1 + yj−1)
∣∣

= |x1 + y1|+
n∑

j=2

∣∣(xj − xj−1) + (yj − yj−1)
∣∣

≤ |x1|+
n∑

j=2

|xj − xj−1|+ |y1|+
n∑

j=2

|yj − yj−1|

= ∥x∥+ ∥y∥

b) Wir setzen γ = 1
n
. Wir de�nieren xm = max{|x1|, . . . , |xn|}.

Fall 1: m = 1, xm = x1

∥x∥ = |x1|+
n∑

j=2

|xj − xj−1|

≥ |x1|

=
1

n
|n · x1|

≥ 1

n

√
nx2

1

≥ 1

n

√√√√ n∑
j=1

x2
j

= γ∥x∥2

Fall 2: 2 ≤ m ≤ n, xm = max{|x1|, . . . , |xn|}
Es gilt

|x1|+
m∑
j=2

|xj − xj−1| = |xm − xm−1|+ · · ·+ |x2 − x1|+ |x1|

≥ |xm − xm−1 + xm−1 − xm−2 + · · · − x2 + x2 − x1|+ |x1|
= |xm − x1|+ |x1|
≥ |xm|
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Mit |x1|+
∑m

j=2 |xj − xj−1| ≥ |xm| können wir nun zeigen:

∥x∥ = |x1|+
n∑

j=2

|xj − xj−1|

≥ |x1|+
m∑
j=2

|xj − xj−1|

≥ |xm|

≥ 1

n

√
nx2

m

≥ γ∥x∥2
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