Studierhinweise zu Lektion 7
Lineare Algebra (Modul 61112)

Die letzte Lektion behandelt Euklidische und unitire Vektorridume — reelle
bzw. komplexe Vektorrdume mit einem Skalarprodukt. Damit wird Geometrie
moglich: Abstinde, Winkel, Orthogonalitdt. Hohepunkt sind die Spektralsitze,
die Aussagen iiber Diagonalisierbarkeit bestimmter Endomorphismen mit Ortho-
normalbasis aus Eigenvektoren machen.

Diese Lektion baut auf Lektion 3 (Bilinearformen, Hermite’sche Formen) auf. Sie ist
etwas einfacher als Lektion 6, enthélt aber viele schéne und niitzliche Begriffe.

Struktur der Lektion 7

7.1 Skalarpro-
dukt und Norm
Hauptminorenkriterium,
Cauchy-Schwarz

!

7.2 Orthogonalitit
Orthonormalbasen, or-
thog. Komplement,
Gram-Schmidt

!
7.3 Adjungier-
te Abbildungen
Definition, Ma-
trixdarstellung

'

7.4 Tsometrien
orthogonale/unitére
Abbildungen u. Matrizen

7.5 Spektralsitze
normal, unitar,

selbstadjungiert




Zielelement 7.1 — Skalarprodukt und Norm

Lerninhalte

Skalarprodukt:
positiv definite
(Hermite’sche) Bilinearform

!

Hauptminorenkriterium
(7.1.8):
positiv definit <=
alle Hauptminoren > 0

'

Norm |jv]| = +/(v,v)
Ungleichung von
Cauchy-Schwarz

Lernziele
e Ein Skalarprodukt als positiv definite (Hermite’sche) Bilinearform erkennen.

e Das Hauptminorenkriterium zur Priifung positiver Definitheit anwenden.

e Die Norm ||v|| = y/(v,v) berechnen und die Ungleichung von Cauchy-Schwarz
(7.1.15) anwenden.

Selbstkontrollelement 7.1

Ist ((z1,22), (Y1, ¥2)) = 2211 + T1Ya + Toy1 + T2y ein Skalarprodukt auf R?? Priifen
Sie mit dem Hauptminorenkriterium.



Zielelement 7.2 — Orthogonalitiat und Gram-Schmidt

Lerninhalte

Orthogonale Vek-
toren (u,v) = 0
Orthogonales
Komplement U+

!

Satz: V = U @ Ut (7.2.8)

'

Orthonormalbasis (ONB):
(bi,bj) =
Gram-Schmidt-
Verfahren (7.2.24):
Basis - ONB

Lernziele

e Das orthogonale Komplement U+ berechnen; den Zerlegungssatz V = U @ U+
anwenden.

e Orthonormalbasen definieren und Koordinaten iiber das Skalarprodukt be-
rechnen (7.2.20).

e Das Gram-Schmidt-Verfahren (7.2.24) anwenden, um eine Basis in eine ONB
umzuwandeln.
Selbstkontrollelement 7.2

Fiihren Sie das Gram-Schmidt-Verfahren fiir die Basis {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} in
R? mit Standardskalarprodukt durch.



Zielelement 7.3 — Adjungierte Abbildungen

Lerninhalte

Adjungierte Abbil-
dung f* : W — V
(f(v),whw = (v, f*(w))v

!

Existenz und Ein-
deutigkeit (7.3.9)

!

Matrixdarstellung
bzgl. ONB:
(Mp(f*))i; = (Mp(f))ji
d.h. Mp(f*) = Mp(f)"

Lernziele

e Die adjungierte Abbildung f* definieren und ihren Existenz- und Eindeutig-
keitssatz kennen.

e Die Matrixdarstellung von f* bzgl. einer ONB als Mp(f)* = Mp(f)" berech-
nen.

e Den Zusammenhang zwischen dualer und adjungierter Abbildung verstehen
(7.3.14).

Selbstkontrollelement 7.3

1 2

Sei f: R2 — R2 mit Mp(f) = (3 |

) (bzgl. ONB). Bestimmen Sie Mp(f*).



Zielelement 7.4 — Isometrien

Lerninhalte

Isometrie:

{(f(v), f(w)) = (v, w)
(Skalarprodukt erhaltend)

!

Charakterisierung:
ffof =1id (7.4.6)

!

Orthogonale Matrizen
On(R): ATA =1
Unitare Matrizen
Un(C): A¥A = 1

!

Isometrien bil-
den Gruppe (7.4.8)

Lernziele

e Isometrien als abstands- (bzw. skalarprodukt-)erhaltende Abbildungen defi-
nieren.

e Das Kriterium f* o f = id fiir Isometrien (7.4.6) anwenden.

e Orthogonale und unitire Matrizen definieren; konkrete Matrizen iiberpriifen.

Selbstkontrollelement 7.4

cosf@ —sinf

Zeigen Sie, dass die Drehmatrix Ry = (sin9 cos b

) orthogonal ist.



Zielelement 7.5 — Spektralsitze

Lerninhalte

Normaler Endomorphismus:
po" = ¢royp
Spektralsatz (7.5):

ONB aus EV

!

Unitérer Endomor-
phismus: Isometrie
EW liegen auf
dem Einheitskreis

!

Selbstadjungierter
Endomorphismus:
p = " nur reelle EW,
diagonalisierbar
mit ONB aus EV

Lernziele
e Normale, unitire und selbstadjungierte Endomorphismen definieren.
e Den allgemeinen Spektralsatz fiir normale Endomorphismen kennen.

e Den Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen anwenden: nur reelle
Eigenwerte, ONB aus Eigenvektoren.

e Eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fiir selbstadjungierte Endomorphis-

men berechnen.

Selbstkontrollelement 7.5

Sei A = (? ;) Ist A selbstadjungiert? Bestimmen Sie eine ONB aus Eigenvekto-

ren.



