Glossar zu Lektion 7
Lineare Algebra (Modul 61112)

7.1 Skalarprodukt und Norm

7.1.1 Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V ist eine positiv definite sym-
metrische Bilinearform (-,-) : V' x V' — R. Auf einem komplexen Vektorraum ist es
eine positiv definite Hermite’sche Form. Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heifst
Euklidisch (reell) bzw. unitér (komplex).

Standardskalarprodukt
Auf R™ (z,y) = >, . Auf C: (x,y) =D, Tiy.

7.1.8 Hauptminorenkriterium

Eine symmetrische (bzw. Hermite’sche) Matrix A ist positiv definit <= alle Haupt-
minoren det(Ay) > 0 (mit Ay = obere linke kxk-Teilmatrix).

7.1.11 Norm
|lv]] :== +/(v,v). Eigenschaften: ||v|| > 0; [|[v|| = 0 <= v = 0; ||\v]| = |A|||v];
Dreiecksungleichung.

7.1.15 Ungleichung von Cauchy-Schwarz
|{(u, v)| < |lu|| - [|v]|. Gleichheit gilt <= w und v sind linear abhéngig.

7.2  Orthogonalitit

7.2.3 Orthogonalitét
u,v € V heifen orthogonal (u L v), wenn (u,v) = 0.

7.2.7 Orthogonales Komplement
Ut :={veV|{v,u) =0Vu e U} ist ein Unterraum.

7.2.8 Satz

V = U@U fiir jeden Unterraum U eines endlich-dimensionalen Euklidischen /unitéiren
VR. Insbesondere: dim U + dim U+ = dim V.

7.2.16 Orthonormalbasis (ONB)
Eine Basis (b, ..., b,) heift Orthonormalbasis, wenn (b;, b;) = J;;.

7.2.20 Koordinatenformel fiir ONB
Bzgl. einer ONB (by,...,b,) gilt: v =">".(v, b;) b;.

7.2.24/25 Gram-Schmidt-Verfahren
Aus einer Basis (vy,...,v,) wird eine ONB konstruiert:

by = Vg — E;:f(vk, b;)b;
HUk — Zf;11<vk> b;)b;

bl = —Ul y
[[oa
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7.3 Adjungierte Abbildungen

7.3.1 Adjungierte Abbildung

Zu f:V — W (linear) ist die adjungierte Abbildung f*: W — V die eindeutige
lineare Abbildung mit (f(v),w)w = (v, f*(w))y fir allev e V, w € W.

7.3.9 Satz (Existenz und Eindeutigkeit)

Zu jeder linearen Abbildung f : V' — W zwischen endlich-dimensionalen Euklidi-
schen /unitdren VR existiert eine eindeutige adjungierte Abbildung f*.

7.3.11 Matrixdarstellung
Bzgl. ONBs B,C: Mc(f*) = Mp(f)* (konjugiert transponiert). Im reellen Fall:
M(f*) = M(f)".

7.4 Isometrien

7.4.1 TIsometrie
f:V — W heift Isometrie, wenn (f(v), f(w))w = (v, w)y fiir alle v,w € V.

7.4.2 Satz
Isometrien erhalten Normen und damit Abstdnde: || f(v) — f(w)|| = ||lv — w||.

7.4.6 Satz (Charakterisierung)
f € End(V) ist Isometrie <= f*o f =idy.

7.4 Orthogonale / Unitdre Matrix

A € M, ,(R) heit orthogonal, wenn AT A = I,, (dquivalent: Spalten bilden ONB).
A € M, ,(C) heiflt unitér, wenn A*A = I,,.

7.4.8 Satz

Die Isometrien von V' bilden eine Gruppe unter Komposition. Im endlich-dimensionalen
Fall ist diese isomorph zur orthogonalen Gruppe O, (R) bzw. zur unitiren Gruppe

U,(C).

7.5 Spektralsitze

7.5 Normaler Endomorphismus
¢ € End(V) heifst normal, wenn o ¢* = ¢* o .

7.5 (Spektralsatz, allg.) Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Sei V' ein unitdrer VR und ¢ normal. Dann besitzt V' eine ONB aus Eigenvektoren
von . (Die Eigenrdume stehen paarweise orthogonal aufeinander.)

7.5 (unitidr) Spektralsatz fiir unitire Endomorphismen
Unitére Endomorphismen sind normal. Thre Eigenwerte haben Betrag 1 (JA| = 1).

7.5 (selbstadj.) Selbstadjungiert und Spektralsatz
¢ heifst selbstadjungiert, wenn ¢ = ¢*. (Matrixdarstellung bzgl. ONB: A = A*,



d.h. A ist Hermitesch; im reellen Fall A = A'.) Spektralsatz: Selbstadjungierte
Endomorphismen haben nur reelle Eigenwerte und sind normal, besitzen also eine
ONB aus Eigenvektoren.



