Studierhinweise zu Lektion 2
Lineare Algebra (Modul 61112)

Diese Lektion liefert die konzeptuellen Grundlagen fiir den gesamten weiteren Ver-
lauf des Moduls. Nach einem Exkurs iiber das Auswahlaxiom und das Lemma
von Zorn werden bekannte Begriffe (Vektorrdume, Basen, lineare Abbildungen) aus
den Mathematischen Grundlagen wiederholt und vertieft. Der Schwerpunkt liegt
auf drei fundamentalen Konstruktionen: direkte Summe, Dualraum und Fak-
torraum. Schlieffen Sie etwaige Liicken bei Basiswechsel und Matrixdarstellungen
frithzeitig, da diese Begriffe stindig benotigt werden.

Struktur der Lektion 2

2.1 Auswahlaxiom
Lemma von Zorn

2.2 Riickblick: VR, Basen,
lineare Abbildungen,
Matrixdarstellungen

'

2.3 Direkte Summe
Komplemente

!

2.4 Dualraum
Dualbasen, dua-
le Abbildungen

!

2.5 Faktorrdume*
Konstruktion, Dimension

'

2.6 Aquivalenzrelationen
Beispiel: dquiva-
lente Matrizen




Zielelement 2.1 — Auswahlaxiom und Lemma von Zorn

Lerninhalte

Auswahlaxiom (2.1.2)

'

Partielle Ordnungen,
Ketten, obere Schranken

'

Lemma von Zorn (2.1.13)

Lernziele
e Das Auswahlaxiom und seine Bedeutung kennen (nicht klausurrelevant).
e Das Lemma von Zorn als Folgerung aus dem Auswahlaxiom einordnen.

e Verstehen, warum das Lemma von Zorn fiir den Basiserginzungssatz benotigt
wird.
Selbstkontrollelement 2.1

Was besagt das Lemma von Zorn informal? Welche Anwendung hat es im Basiser-
ganzungssatz?



Zielelement 2.2 — Riickblick: Vektorraume, Basen, lineare Ab-
bildungen

Lerninhalte

Vektorraum V iiber K,
Unterraum, Basis

'

Basiserginzungssatz
(2.2.11/12)
auch fiir unendlich-dim. VR

!

Lineare Abbildungen,
Kern, Bild, Rang-
Nullitatssatz

!

Matrixdarstellungen (2.2.23)
Basiswechsel / Trans-
formationsformel

Lernziele

e Vektorraum-Axiome, Unterraum-Kriterium und Dimensionsbegriff sicher be-
herrschen.

e Den Basisergdnzungssatz kennen und anwenden.

e Matrixdarstellungen linearer Abbildungen berechnen; Transformationsformel
(2.2.28) anwenden.

e Zusammenhang zwischen Matrixdarstellung und Basiswechsel verstehen.

Selbstkontrollelement 2.2

Sei f:R? — R? f(x,y) = (v +v,2x). Berechnen Sie die Matrixdarstellung von f
bzgl. der Standardbasis und der Basis {(1, 1), (1,0)}.



Zielelement 2.3 — Direkte Summe

Lerninhalte

Summe von Unterriu-
men Uy + .-+ + Uy

'

Direkte Summe
V=U®&:  &U
Charakterisierungen

(Satz 2.3.6)

'

Dimensionsformel

(Satz 2.3.12)

!

Komplement W: V =U®W
Existenz (Satz 2.3.17)

Lernziele

e Definition der direkten Summe kennen; Charakterisierungen aus Satz 2.3.6
anwenden.

e Dimensionsformel fiir direkte Summen benutzen.
e Den Begriff des Komplementes kennen; verstehen, dass zu jedem Unterraum
ein Komplement existiert.
Selbstkontrollelement 2.3

Sei V =TR? und U = (ey, €3). Geben Sie ein Komplement von U an und verifizieren
SieV=UeW.



Zielelement 2.4 — Dualraum

Lerninhalte

Linearformen ¢ : V — K
Dualraum V* =
Hompg (V, K)

!

3 * *
Duale Basis (v, ..., v})
zu einer Basis von V/

!

Duale Abbildung
ffoe Wt = v
zuf : V- W

Lernziele

e Den Dualraum V* als Vektorraum aller Linearformen definieren und mit der
Dualbasis rechnen.

e Koordinaten eines Vektors bzgl. der Dualbasis berechnen.

e Die duale Abbildung f* definieren und als lineare Abbildung erkennen.

Selbstkontrollelement 2.4

Sei V' = R? mit Standardbasis {ej, e3}. Bestimmen Sie die duale Basis {e}, e3} und
berechnen Sie e}((3,7)).



Zielelement 2.5/2.6 — Faktorriume und Aquivalenzrelationen

Lerninhalte

Aquivalenzrelation auf M
Reflexivitdt, Symme-
trie, Transitivitat

!

Aquivalenzklassen [m)]
Quotientenmenge M/~

'

Faktorraum V/U
Nebenklassen v + U

'

dim(V/U) = dimV — dim U

Lernziele

e Eine Aquivalenzrelation definieren und Aquivalenzklassen bestimmen.

e Den Faktorraum V/U als Quotient eines Vektorraums nach einem Unterraum
konstruieren.

e Die Dimension von V/U berechnen.

e Das Beispiel der dquivalenten Matrizen (2.6) kennen.

Selbstkontrollelement 2.5/2.6

Sei V.= R® U = (e3). Beschreiben Sie die Nebenklassen im Faktorraum V/U
geometrisch. Was ist dim(V/U)?



