Glossar zu Lektion 2
Lineare Algebra (Modul 61112)

2.1 Auswahlaxiom

2.1.2 Auswahlaxiom

Fiir jede Familie nichtleerer Mengen (M;);c; gibt es eine Auswahlfunktion f mit
f(i) € M; fiir alle 4.

2.1.13 Lemma von Zorn

Sei (M, <) eine nichtleere partiell geordnete Menge, in der jede Kette eine obere
Schranke besitzt. Dann hat M ein maximales Element.

2.2  Riickblick: Vektorraume, Basen, lineare Abbildungen

2.2.1 Vektorraum

Ein K-Vektorraum ist eine abelsche Gruppe (V, +) zusammen mit einer Skalarmul-
tiplikation K x V' — V, die die vier Vektorraumaxiome erfiillt.

2.2.4 Unterraum

U C V heifst Unterraum, wenn 0 € U, U unter Addition und Skalarmultiplikation
abgeschlossen ist.

2.2.7 Lineare Unabhingigkeit

v1,...,0, € V heifen linear unabhingig, wenn aus ) a;v; = 0 folgt a; = --- =
a, = 0.
2.2.10 Basis

Eine Basis von V ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. Alle Basen eines
endlich-dimensionalen VR haben dieselbe Kardinalitit, die Dimension dim V.

2.2.11/12 Satz (Basiserginzungssatz)

Jedes linear unabhingige System lésst sich zu einer Basis erginzen. Jede Basis lésst
sich aus einem Erzeugendensystem herausgreifen. (Beweis iiber Lemma von Zorn fiir
unendliche Dimension.)

2.2.17 Lineare Abbildung
f:V — W heifst linear, wenn f(u+v) = f(u) + f(v) und f(Av) = Af(v). Rang-
Nullitdtssatz: dim V' = dim Kern(f) 4+ dim Bild(f).

2.2.23 Matrixdarstellung

Zu Basen B = (by,...,b,) von V und C = (cy, ..., ¢y) von W ist die Matrixdarstel-
lung von f: V — W die Matrix ¢ Mp(f) € My, ,(K) mit Spalten ke (f(b;)).

2.2.28 Transformationsformel (Basiswechsel)
Sei T' = pMp/(idy) die Transformationsmatrix. Dann gilt:

cMp(f) =cMp(f)-T.



2.3 Direkte Summe

2.3.1 Summe von Unterrdumen
Fiir Unterrdume Uy, ..., Uy CV: U+ -+ + Up :={uy + -+ - +ug | u; € Us}.

2.3.5 Direkte Summe

Die Summe heifst direkt (V' =U; @ --- @ Uy), wenn jedes v € V sich eindeutig als
v =1uy + -+ u schreiben lasst.

2.3.6 Satz (Charakterisierungen)
V=U &--- & U, ist Aquivalent zu:

e UN(U+-4U;+---+U,) = {0} fiir alle 1.

e Die Vereinigung von Basen der U; ist eine Basis von V.

2.3.12 Satz (Dimensionsformel)
dm(U; @ --- ® Ug) =dimU; + - - - + dim Uy,

2.3.14 Komplement
W heikt Komplement von U in V, wenn V =U ¢ W.

2.3.17 Satz (Existenz des Komplements)
Zu jedem Unterraum U C V existiert ein Komplement W mit V =U & W.

2.4 Dualraum

2.4.3 Dualraum

Der Dualraum von V' ist V* := Homg (V, K), der K-Vektorraum aller Linearformen
0 :V — K. Es gilt dim V* = dim V' (fiir endlich-dimensionales V).

2.4.10 Duale Basis

Zur Basis (vy, ..., v,) von V ist die duale Basis (v7, ..., v}) definiert durch v} (v;) =
dij-

2.4.16 Duale Abbildung

Zu f:V — W ist die duale Abbildung f* : W* — V* definiert durch f*(yp) =
pof.

2.5 Faktorriume*

2.5.1 Faktorraum (Quotientenvektorraum)

Sei U C V Unterraum. Die Nebenklassen v + U := {v+u | v € U} bilden den
Faktorraum V/U mit (v+U)+ (w+U) := (v+w)+U und A(v+U) := (\v) + U.

2.5 Dim. Satz (Dimension)
dim(V/U) =dimV —dimU.



2.6  Aquivalenzrelationen

2.6.1 Aquivalenzrelation

Eine Relation ~ auf M heift Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv (a ~ a), sym-
metrisch (a ~ b= b~ a) und transitiv (a ~ b,b ~ ¢ = a ~ c¢) ist.

Aquivalenzklasse
[a] := {b € M | a ~ b}. Die Menge M/~ aller Aquivalenzklassen heift Quotien-
tenmenge.

2.6 Aquivalente Matrizen
A,B € M, ,(K) heifen dquivalent, wenn es invertierbare S € M,,,,(K) und
T € M, ,(K) gibt mit B = SAT.



