Glossar zu Lektion 7
Mathematische Grundlagen (Modul 61111)

Dieses Glossar fasst die wesentlichen Definitionen, Merkregeln und Sitze der siebten
Lektion kompakt zusammen. Nummerierungen entsprechen dem Lehrtext.

20.1 Das Riemann-Integral

20.1.1 Partition

Sei a < b. Eine Partition P des Intervalls [a, b] sind endlich viele Punkte to, ¢4, ..., %,
mit
a=tg <ty <---<t,=Dh

20.1.2 Unter- und Obersumme
Sei f : [a,b] — R beschrinkt, P = (t,...,t,) eine Partition. Fir 1 <i <mn:
m; = inf{f(z) | ti.1 <z <t;}, M, =sup{f(x)|ti.1 <z <t}

Untersumme: U(f, P) => " m;(t;—t;_1). Obersumme: O(f,P) =>""  M;(t;—
ti1)-
Es gilt stets U(f, P) < O(f, P).

20.1.4 Verfeinerung
Eine Partition @ von [a, b] heift Verfeinerung von P, wenn {to,...,t,} C {t,...,t }.

20.1.5 Lemma (Verfeinerung)
Sei () eine Verfeinerung von P. Dann gilt:

U(f,P)<U(f,Q) und O(f,P) = O(f,Q).
Verfeinerungen vergroéfsern Untersummen und verkleinern Obersummen.

20.1.6 Proposition
Fiir beliebige Partitionen P, P, von [a, b] gilt:

U<f7pl) < O<f7P2)
Untersummen sind nie grofer als Obersummen.

20.1.7 Riemann-Integral (Definition)
f i |a,b] — R beschriankt heift integrierbar auf [a, b], wenn

sup{U(f. P)} = inf{O(f, P)}
(iiber alle Partitionen P). Dieser gemeinsame Wert heift Riemann-Integral und

b b
wird mit/ foder/ f(z) dz bezeichnet.

e a: untere Integrationsgrenze; b: obere Integrationsgrenze



e f: Integrand; x: Integrationsvariable (beliebig wihlbar)

20.1.9 Proposition (e-Kriterium)

f ist auf [a, b] integrierbar genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Partition P
gibt mit
O(f7P)_U(faP> <Eé.

20.1.11 Proposition (Additivitit)
Sei a < ¢ < b. f ist auf [a, b] integrierbar genau dann, wenn f auf [a, | und auf [c, b]
integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

/abf(a:) dx:/acf(x)der/cbf(w)dx.

20.1.12 Notation (Erweiterung)
Sei f auf [a, ] integrierbar (a < b). Es wird gesetzt:

/aaf(x)dx:O, /abf(x)dw:—/baf(x)dx.

20.1.13 Lemma (Abschitzung)
Sei f integrierbar auf [a,b] und m < f(x) < M fiir alle x € [a, b]. Dann gilt:

b
m(b— a) §/ f(x)de < M(b—a).

20.1.14 Satz (Stetigkeit des unbestimmten Integrals)
Sei f integrierbar auf [a,b]. Die Funktion F : [a,b] — R, F(z) = [T f(t)dt, ist
stetig auf [a, b].

20.1.15 Unbestimmtes Integral
Die Funktion F(z) = [ f(t)dt (mit f integrierbar auf [a,b]) heift unbestimmtes
Integral von f.

20.1.16 Proposition (Rechenregeln)
1. Sind f, g integrierbar auf [a,b], so ist f + ¢ integrierbar und f;(f +g) =
b b
fa f + fa 9g-

2. Ist f integrierbar und ¢ € R, so ist c¢f integrierbar und fab(cf) = cfab f.

20.2 Hauptsatze der Differential- und Integralrechnung

20.2.1 Satz (1. Hauptsatz)
Sei f auf [a,b] integrierbar, F(x) = [ f(t)dt. Ist f in ¢ € [a, ] stetig, so ist F in ¢
differenzierbar und



20.2.3 Korollar
Ist f auf [a, b] stetig, so ist f auf [a,b] integrierbar.

20.2.4 Korollar

Ist f auf [a,b] stetig, so besitzt f auf [a,b] eine Stammfunktion (d.h. eine diffe-
renzierbare Funktion ¢ mit ¢’ = f).

20.2.5 Satz (2. Hauptsatz)
Ist f auf [a, b] integrierbar und ¢ irgendeine Stammfunktion von f, so gilt:

| ra)ds =g - g(a.

b

a

Schreibweise: g(b) — g(a) = [g(z)]

20.2.7 Merkregel (Stammfunktionen, Auswahl)

2" (ne€Ny) ~ 7’H1— 1:10”+1
r ' (x>0) ~ Inz
exp(z)  ~ exp(a)
cos T ~s  sinx
sin x ~3 —COST

1
1L 22 ~» arctanz

20.2.9 Satz (Partielle Integration)
Seien f, g : [a,b] — R differenzierbar mit f’, ¢’ stetig. Dann:

/ f(z) g (z)dz = [f(z) g(m)}z — / f'(z) g(x)dx.

20.2.12 Satz (Substitutionsregel)
Sei f: I — R stetig, g : [a,b] — I differenzierbar mit ¢’ stetig. Dann:
g(

b)
f(u) du.

g(a)

/ F(9(2)) ¢ (x) da =

Merkregel: Ersetze u = g(z); dann ist du = ¢'(x) dz.

20.2.16 Satz
Der Flacheninhalt des Einheitskreises ist 7.

21.1  Awussagenlogik

21.1.1 SYNTAX

21.1.1 Aussagenlogische Formeln (induktiv)
Sei > die Menge der Atome. Formeln werden induktiv definiert:
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—_

. Jedes Atom ist eine Formel.

2. Ist « eine Formel, so ist (—a) eine Formel.

3. Fiir Formeln «, g sind (a A B), (o V B8), (o« = B), (o <> () Formeln.
4

. Nichts sonst ist eine Formel.

21.1.3 Prazedenzregeln
Bindungsstérke (starker — schwiécher):

S = A=V oo

A, V und — binden linksassoziativ; <> braucht keine Klammerung.

21.1.7 Literal

Ein Literal ist ein Atom A (positives Literal) oder ein negiertes Atom = A (negatives
Literal).

21.1.2 SEMANTIK

21.1.8 Bewertung / Interpretation

Eine Abbildung I : ¥ — {0, 1} heifst Bewertung (oder Interpretation). Sie ordnet
jedem Atom einen Wahrheitswert zu.

21.1.9 Erweiterung auf Formeln
Die Bewertung I wird auf Formeln erweitert durch:

I(—a)=1 < I(a)=0

IHanp)=1 < I(a)=1und I(f) =1
Ilavp)=1 < I(a)=1oder I(f) =1
Ila—p)=1 < I(a)=0o0der I(f) =1
oo f)=1 & Ia)=I(8)

21.1.16 Erfiillbar, tautologisch, widerspruchsvoll, falsifizierbar

e erfiillbar: es gibt eine Bewertung I mit /(«) = 1.
e tautologisch (allgemeingiiltig): I(a) = 1 fiir alle I.
e widerspruchsvoll (unerfiillbar): I(«) = 0 fiir alle I.

e falsifizierbar: es gibt eine Bewertung I mit /(a) = 0.

21.1.18 Bemerkung

Aquivalent sind: « ist widerspruchsvoll <« ist nicht erfiillbar < —a ist tautolo-
gisch.

21.1.19 Semantische Folgerung o =

B folgt semantisch aus «, wenn jede Bewertung, die o wahr macht, auch 5 wahr
macht.



21.1.22 Bemerkung (Charakterisierungen)

l. a B < (a— f) ist Tautologie.
2. a = < (aA-p) ist widerspruchsvoll.

3. « widerspruchsvoll < fiir alle v: « |= 7.

21.1.23 Logische Aquivalenz o ~ 3

a und f heifen logisch dquivalent, wenn /(«) = I(f) fiir alle Bewertungen I gilt.
Aquivalent: o = 3 und 8 = a.

21.1.25 Proposition (Junktor-Minimierung)
Mit nur — und V lassen sich alle Junktoren ausdriicken:

e a—f ~ -aVvp
e aNfB = —~(-aV—p)

e afr (a—=P)N B —a)

21.1.26 Proposition (Aquivalenzregeln)

s maR (Negationsregel)
e aVara, aNaxa (Idempotenz)
e aNfB=[LANa, aV~x[FVa (Kommutativitét)
e (aVB)VymaV (V) (Assoziativitit)
e (aNp)Vyr(aVy)A(BVY) (Distributivitét)
o ~(aNp)x-aV-h, o(aVp)~-aN-p (De Morgan)

21.1.3 NORMALFORMEN

21.1.30 Negationsnormalform (NNF)

Eine Formel ohne — und < ist in NNF, wenn jedes Negationszeichen direkt vor
einem Atom steht.
Verfahren: Ersetze =—a — a, =(aV ) = ~aA=8, =(a A ) = —aV =5 (De Mor-

gan).
21.1.34 Klausel

Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: oy V --- V «, (alle a; Literale).
Alle negativ: negative Klausel; alle positiv: positive Klausel; genau k Literale:
k-Klausel.

21.1.35 Konjunktive Normalform (KNF)
Eine Formel ist in KINF, wenn sie eine Konjunktion von Klauseln ist.



Verfahren: NNF berechnen, dann Distributivgesetze anwenden: o V (5 A ) —

(@VB)A(aVy).

21.1.38 Monom

Ein Monom ist eine Konjunktion von Literalen: a; A - -+ A a, (alle o Literale).

21.1.39 Disjunktive Normalform (DNF)

Eine Formel ist in DNF, wenn sie eine Disjunktion von Monomen ist.
Verfahren: NNF berechnen, dann Distributivgesetze anwenden: a A (5 V ) —

(@A B)V (A7)

21.1.4 FORMALE BEWEISE

21.1.42 Giiltiges Argument

Eine Formel a; A --- A a,, — 3 heift giiltiges Argument, wenn sie eine Tautologie

ist.

21.1.46 Aquivalenzregeln (Tabelle)

Formel aquivalent zu

aVp BV a (com)
(@aVB)Vy aV(BVy) (ass)
(@VB)Ay (aAv)V(BA) (dis)
—(aVp) —a A = (De Morgan)
a— —a VS (imp)

a ——a (dn)

(gilt analog fiir A; Regeln wirken in beide Richtungen)

21.1.48 Schlussregeln

Aus ableitbar Name

aunda— 4 f Modus ponens (mp)
a— fund - -« Modus tollens (mt)
a und S alp Konjunktion (con)
aAp a, B Vereinfachung (simp)
a aVp Ausdehnung (add)

Schlussregeln wirken nur in eine Richtung.

21.1.53 Proposition (Deduktionsregel)

a—=(B—=7) = (aAp)—=1.

Folge: Um ay A -+ A a,, = (8 — 7y) zu beweisen, geniigt es, a; A
herzuleiten.

e ANap A=y



21.2 Pradikatenlogik

21.2.2 SYNTAX

21.2.3 Terme (induktiv)
Sei V' Variablen, K Konstanten, F' Funktionssymbole (paarweise disjunkt). Terme:

1. Jede Variable z € V ist ein Term.
2. Jede Konstante a € K ist ein Term.
3. Sind ty,...,t, Terme und f € F n-stellig, so ist f(¢1,...,t,) ein Term.

21.2.5 Pridikatenlogische Formeln (induktiv)
Sei R Menge von Pradikatssymbolen. Formeln:

1. P(ty,...,t,) fir P € R n-stellig und Terme ¢; (Primformel).
2. t; = to fiir Terme ¢y, ty (Primformel).
3. (ma), (A B), (aV B) fir Formeln o, f.
4. Vr o und Jz « fiir Formeln a.
a — [ und a < [ als Abkiirzungen.

21.2.7 Priazedenz

Es gelten die Prazedenzregeln der Aussagenlogik; zusétzlich binden V und 3 stéirker
als alle aussagenlogischen Junktoren.

21.2.9 Wirkungsbereich, gebundene Variable

In Vx o und dz « ist a der Wirkungsbereich des Quantors. Der Quantor bindet
alle freien Vorkommen von z in « (auker solchen, die durch einen inneren Quantor
gebunden sind).

21.2.11 Freie / gebundene Variable

Ein Vorkommen von z heifit frei, wenn es nicht im Wirkungsbereich eines Quantors
mit Variable z liegt, andernfalls gebunden.

21.2.14 Geschlossene Formel
Eine Formel ohne freie Variablen heiftt geschlossene Formel.

21.2.16/17 Konsistente Umbenennung

Eine Formel ist konsistent umbenannt, wenn (1) keine Variable zugleich frei und
gebunden vorkommt, und (2) verschiedene Quantoren sich auf verschiedene Varia-
blen beziehen.

Verfahren: Ersetze freie Vorkommen von x durch neue Variable z, falls x auch
gebunden vorkommt; benenne Quantoren mit gleichem Namen sukzessive um.

21.2.3 SEMANTIK

21.2.21 Interpretation
Eine Interpretation zu einer Signatur ¥ = (K, F, R) besteht aus
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(a) einer nichtleeren Menge U (Universum / Grundbereich),

(b) einer Abbildung I, die jedem Konstantensymbol a ein Element I(a) € U,
jedem n-stelligen Funktionssymbol f eine Funktion I(f) : U™ — U und jedem
n-stelligen Prédikatssymbol P eine Relation I(P) C U™ zuordnet.

21.2.22 Wabhrheit einer Formel (Teil 2)

I(Fza) = S Juel:Iz/u(a)=1
IVza) = SVYuel: I[:c/u](a) =1
I(p (tl,..., n) =1 & (t),. .. I(t) € I(P)

I[z/u]: Interpretation, bei der x durch u € U ersetzt wird.

21.2.26 Erfiillbar, tautologisch usw. (PL)

Analog zur Aussagenlogik, aber ,Bewertung"wird durch ,Interpretationérsetzt. Wich-
tig: Die Menge erfiillbarer pradikatenlogischer Formeln ist nicht entscheidbar.

21.2.32 Proposition (Aquivalenzregeln fiir Quantoren)

1. =(Fza) = Vr(-a); —(Vra)=~ Jz(-a) (Quantorwechsel)
Jrdya ~ Jydra; VaVya = VyVz o (Quantortausch)
draVvdr 8~ Jx(aVp); VeaAVzf =Vr(aAB) (Quantorzusammenfassung)

Ist z nicht frei in a: Ira~a; Vea =« (Quantorelimination)

ook W

Ist  nicht freiin f: Iz aAf ~ Jx(aAp); VraVp = Vz(aV ) (und analog)
(Quantifizierung)

Achtung: Vza VVr [ # Vae(aV p) und Jxa A Jz f 2 Jz(a A B).

21.2.4 NORMALFORMEN

21.2.38 NNF (Pridikatenlogik)

Eine Formel ist in NNF, wenn jedes Negationszeichen direkt vor einer Primformel
steht. Zusétzlich zu den aussagenlogischen NNF-Regeln: —(3z a) — Va(—a) und
—(Vza) = Jz(-a).

21.2.41 Prinexe Normalform (PNF)

Eine Formel ist in prinexer Normalform, wenn sie die Gestalt Q21 --- Qnx, O
hat, wobei @; € {V, 3} und  quantorenfrei ist. Préifix: die Quantorfolge; Kern: f.
Verfahren: NNF + konsistente Umbenennung + Quantifizierungsregeln anwenden
(Quantoren nach aufien zichen).

21.2.5 FORMALE BEWEISE

21.2.47 Schlussregeln (PL)



e V-Instantiierung (V-i): Aus Vxa folgt oz/t], wobei t ein variablenfreier
Term ist.

e J-Instantiierung (3-i): Aus Jx « folgt afzr/al, wobei a ein véllig neues Kon-
stantensymbol ist, das bisher nicht verwendet wurde.

Achtung: Schlussregeln nur auf die gesamte Formel, nicht auf Teilformeln anwen-
den.

Merkregel (Notation o[z /t])

alz/t]: Die Formel, die aus « entsteht, indem jedes freie Vorkommen von z durch
den Term ¢ ersetzt wird.



