Studierhinweise zu Lektion 6
Mathematische Grundlagen (Modul 61111)

In dieser Lektion treten Sie in das Herzstiick der Analysis ein. Kapitel 17 behandelt
hohere Ableitungen differenzierbarer Funktionen. Im Mittelpunkt steht der Mittel-
wertsatz, dessen einfacher Beweis weitreichende Folgerungen hat: Er charakterisiert
die Exponentialfunktion eindeutig, sichert die Eindeutigkeit der Winkelfunktionen
und liefert die Regel von de I’Hospital zur Berechnung schwieriger Grenzwerte. Der
Satz von Taylor erlaubt es, beliebig oft differenzierbare Funktionen durch Poly-
nome zu approximieren und das Restglied explizit abzuschétzen.

In Kapitel 18 werden Reihen als Folgen von Partialsummen eingefiihrt. Da Grenz-
werte von Reihen selten direkt berechenbar sind, stehen Konvergenzkriterien im Vor-
dergrund: Majoranten-, Minoranten-, Quotienten-, Wurzel- und Leibniz-Kriterium.
Das Konzept der absoluten Konvergenz und der Potenzreihe fiihrt zu den sogenann-
ten Summenfunktionen, die stetig und sogar beliebig oft differenzierbar sind.

Kapitel 19 rundet die Lektion ab, indem Sinus, Cosinus, Tangens, Arcusfunktio-
nen, Exponentialfunktion, Logarithmus und allgemeine Potenzen als elementare
Funktionen sauber definiert und untersucht werden — meist iiber ihre Reihendar-
stellungen aus Kapitel 18.

Lesen Sie keinen Satz, ohne ihn verstanden zu haben. Zeichnen Sie Skizzen, rech-
nen Sie Beispiele nach und 16sen Sie die eingebetteten Aufgaben, bevor Sie in die
Losungen schauen.

Struktur der Lektion 6

Kapitel 17: H6here Ableitungen Kapitel 18: Reihen

Kapitel 19: Elem. Funktio1

17.1 Mittelwertsatz
(Satz von Rolle)

'

17.1 Folgerungen
Monotonie, Extrema,
de "'Hospital

'

17.2 Taylorpolynome
P, o(x), Restglied

'

17.2 Satz von Taylor
Cauchy-/Lagrange-Form

18.1 Reihen: Definition
Partialsummen, Beispiele

19.1 sin und cos

!

18.2 Konvergenzkriterien
Majorante, Quotient,
Waurzel, Leibniz

!

18.3 Absolute Konvergenz
Umordnungssatz

'

18.4 Potenzreihen
Konvergenzradius
(Cauchy-Hadamard)

!

18.5 Summenfunktionen
stetig, differenzierbar

als Summenfunktionen

!

19.1 Kreiszahl ,
Periodizitit, tan, cot

19.2 Zyklometrische
Funktionen

arcsin, arccos, arctan

'

19.3 exp, In,
allgemeine Potenz




Zielelement 17.1 — Der Mittelwertsatz und seine Folgerungen

Lerninhalte

Satz von Rolle (17.1.2):
fla) = f(b) =
Jzo: f'(xg) = 0

'

Mittelwertsatz (17.1.1):
f() — f(a)
/ _
f (xo) - b_ a
Monotonie aus Vor-

zeichen von f’

(Korollar 17.1.8)

!

Lokale Extrema:
Korollare 17.1.9
und 17.1.10

'

Regel von de

I’Hospital (17.1.14)

limf{ = lim f—,/
g g

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

den Satz von Rolle und den Mittelwertsatz kennen, geometrisch interpretieren
und beweisen konnen,

aus dem Vorzeichen von f” auf das Monotonieverhalten von f schlieken konnen
(Korollar 17.1.8),

lokale Extrema mit den Kriterien 17.1.9 und 17.1.10 identifizieren kénnen,

die Regel von de I’'Hospital anwenden kénnen, inklusive des Spezialfalls 17.1.15,
und wissen, wann sie nicht anwendbar ist,

die Folgerungen aus dem Mittelwertsatz verstehen: Eindeutigkeit der Expo-
nentialfunktion (17.1.6) und der Winkelfunktionen (17.1.7).

Selbstkontrollelement 17.1

Berechnen Sie lim

1—
1 c—(;s(ac) mit der Regel von de I’'Hospital. Begriinden Sie, warum
xr—r €T

der Spezialfall (Korollar 17.1.15) beim ersten Schritt nicht direkt anwendbar ist.



Zielelement 17.2 — Taylorpolynome und Satz von Taylor

Lerninhalte

f¥(a)
[

Koeffizienten a; =

'

Taylorpolynom
P, o(x) (Def. 17.2.1)

'

Restglied Ry, o(x) =
f(x) = Pra(2)
!

Cauchy-Form und
Lagrange-Form
des Restglieds (17.2.10)

!

Restgliedabschitzung
(17.2.12):
[ Rna(z)] <

|$ _ a|n+1

!

Beispiele: exp, sin, cos, In

(n+1)!

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e Taylorpolynome einer Funktion f in einem Entwicklungspunkt a berechnen
kénnen,

e die beiden Formen des Restglieds (Cauchy und Lagrange) kennen und im Be-
weis des Satzes von Taylor einordnen kénnen,

e Restglieder mithilfe von Korollar 17.2.12 abschitzen konnen,
e verstehen, wann die Taylorentwicklung gegen f(z) konvergiert (Proposition 17.2.14),

e die Taylorpolynome der elementaren Funktionen exp, sin, cos und In(1 + z)
im Entwicklungspunkt 0 angeben kénnen.

Selbstkontrollelement 17.2

Bestimmen Sie das 4. Taylorpolynom P, von f(z) = cos(z) im Entwicklungspunkt
a = 0 und geben Sie eine Abschitzung fiir das Restglied |Ry(z)| auf dem Intervall
[_17 1]



Zielelement 18.1 — Reihen: Grundlagen

Lerninhalte

Reihe Y 07 | an:
Folge der Parti-
alsummen (s;,)

!

Konvergenz: lim s, = s

'

Beispiele: geom. Reihe,
harmonische Reihe,
alternierende harm. Reihe

!

Taylorreihe

)
ol f k!(a) (z — a)*
und ihre Konvergenz

Rechenregeln (18.1.20):
Summe, skala-

re Multiplikation

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

den Begriff der Reihe als Folge von Partialsummen erklidren kénnen,

wissen, dass aus der Konvergenz einer Reihe folgt, dass (a,) eine Nullfolge ist
(Proposition 18.1.16), und das Umgekehrte widerlegen konnen,

die geometrische Reihe kennen und fiir |¢| < 1 ihren Grenzwert angeben,

den Zusammenhang zwischen Taylorreihe und Restglied kennen (Propositi-
on 18.1.11),

Exponential-, Logarithmus- und alternierende harmonische Reihe als Taylor-
reihen einordnen.

Selbstkontrollelement 18.1

- 1
Zeigen Sie, dass g —_—
— n(n

nen (Hinweis: Partialbruchzerlegung ——— = % —

1) = 1 gilt, indem Sie die Partialsummen explizit berech-
1

1
(n+1) n_+1)



Zielelement 18.2 — Konvergenzkriterien fiir Reihen

Lerninhalte
Majorantenkriterium Minorantenkriterium
(18.2.1): (18.2.6):
lan| < by, Y b, konvergent an > by, > by, divergent
Quotientenkriterium Wurzelkriterium (18.2.11):
(18.2.8): Vian| < g < 1
' S0 <1 }
¢ Leibniz-Kriterium
Korollar 18.2.14: (18.2.24):
Grenzwert < 1 oder > 1 (bn) monoton fal-
lende Nullfolge
Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e die fiinf Konvergenzkriterien (Majorante, Minorante, Quotient, Wurzel, Leib-
niz) kennen, deren Voraussetzungen priifen und anwenden kénnen,

e wissen, warum % < 1 fiir alle n noch keine Konvergenz garantiert (Gegen-
beispiel: harmonische Reihe),

e das handliche Korollar 18.2.14 (Grenzwert von Quotienten- oder Wurzelfolge)
kennen und einsetzen konnen,

e Cosinusreihe, Sinusreihe und Binomialreihe mit dem Quotientenkriterium auf
Konvergenz untersuchen koénnen.

Selbstkontrollelement 18.2

Untersuchen Sie die Reihe Z 2% mit dem Quotientenkriterium (Korollar 18.2.14)
n=1

auf Konvergenz.



Zielelement 18.3-18.4 — Absolute Konvergenz und Potenzrei-

hen

Lerninhalte

Lernziele

Absolute Kon-
vergenz (18.3.1):
> lan| konvergiert

'

Absolut konver-
gent = konvergent
(Proposition 18.3.4)

'

Umordnung abs.
konvergenter

Reihen (18.3.6)

'

Potenzreihe
Y apz™ (18.4.1)
Konvergenzradius R

!

Cauchy-Hadamard
(18.4.13):
1

R=- -
lim sup {/|a,|

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e den Begriff der absoluten Konvergenz erkléren und von der blofsen Konvergenz

abgrenzen konnen,

e den Umordnungssatz (18.3.6) und den Satz von Riemann (18.3.7) kennen und

einordnen konnen,

e den Begriff des Konvergenzradius verstehen: fiir |z| < R absolute Konvergenz,
fiir || > R Divergenz (Proposition 18.4.7),

e den Satz von Cauchy-Hadamard anwenden konnen,

e die Konvergenzradien der wichtigsten Potenzreihen (Tabelle 18.5.1) kennen.

Selbstkontrollelement 18.3—18.4

n

[e.e]
x
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe E — mit dem Satz von
n

Cauchy-Hadamard.

n=0



Zielelement 18.5 — Summenfunktionen

Lerninhalte

Summenfunktion

f(z) = > anz™

auf Konvergenzintervall K

'

Stetigkeit (18.5.4)

!

Differenzierbarkeit
(18.5.5):

fl(z) = Y naz™ !
}

Unendlich oft
diffbar. (18.5.6)

'

Stammfunktion (18.5.11):

F(x) = n“—&a:”“

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

wissen, dass Summenfunktionen stetig und unendlich oft differenzierbar sind,
die gliedweise Differentiation einer Potenzreihe anwenden konnen,

verstehen, dass jede Potenzreihe die Taylorreihe ihrer Summenfunktion ist
(Korollar 18.5.8),

eine Stammfunktion einer Summenfunktion durch gliedweise Integration be-
stimmen kénnen (18.5.11),

die Logarithmusreihe und die Binomialreihe mithilfe dieser Methoden auf ganz
(—1,1) ausdehnen (Propositions 18.5.12 und 18.5.14).

Selbstkontrollelement 18.5

Zeigen Sie durch gliedweise Differentiation der Exponentialreihe exp(z) = >

oo gn
n=0 n!’

dass exp’ = exp gilt.



Zielelement 19.1-19.2 — Trigonometrische und zyklometrische
Funktionen

Lerninhalte

sin und cos als Sum-
menfunktionen
(Sinusreihe, Cosinusreihe)

'

Eigenschaften (SinCos-
1) bis (SinCos-5):
stetig, gerade/ungerade,
Additionstheoreme

!

Trig. Pythagoras:
sin? + cos? =
|sin |, |cos| <

Kreiszahl 7 (Def. 19.1.6),

spezielle Werte,
Periodizitat 2w

'

tan, cot:
Definitionsbereiche,
Ableitungen,
Monotonie, Periode 7

'

Zyklometrische
Funktionen:
arcsin, arccos,
arctan, arccot,
ihre Ableitungen

1
1

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

Sinus und Cosinus iiber ihre Reihendarstellungen definieren und die Eigen-
schaften aus Satz 19.1.11 vollstdndig kennen,

die Kreiszahl 7 als Nullstelle des Cosinus definieren und die speziellen Funk-
tionswerte auswendig kennen,

die Additionstheoreme und den trigonometrischen Pythagoras anwenden,

Tangens und Cotangens als Quotienten erkliren, ihre Ableitungen herleiten
und die Periodizitit begriinden konnen,

die zyklometrischen Funktionen als Umkehrfunktionen auf geeigneten Inter-

vallen erkldren und ihre Ableitungen kennen (arcsin’(z) = \/11_7, arctan’(z) =

1
)



Selbstkontrollelement 19.1-19.2

Beweisen Sie sin(2z) = 2sin(x) cos(z) mithilfe der Additionstheoreme und bestim-
men Sie anschliefend arctan(1) und arctan(—1).



Zielelement 19.3 — Exponentialfunktion,

gemeine Potenz

Logarithmus und all-

Lerninhalte

Lernziele

Exponentialfunktion exp:
Reihendarstellung,
exp/ = exp,
exp(x+y) = exp(z)-exp(y)

!

Natiirlicher Lo-
garithmus In:

Umkehrfunktion von exp,
In'(z) = 1/x

!

Allgemeine Potenz x:
7'(z) = aao"!

'

Zusammenhang;:
x* = exp(alnz),
exp,(z) = exp(zlna),

Inz

loga@?) = Ta

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e die Exponentialfunktion iiber ihre Reihendarstellung definieren und die Eigen-
schaften aus Satz 19.3.1 kennen,

e den natiirlichen Logarithmus als Umkehrfunktion von exp erkliaren, seine Rei-
hendarstellung und Ableitungsregel In'(z) = 1/2 kennen,

e die allgemeine Potenz z? fiir a € R verstehen und die Ableitungsregel anwen-

den kénnen,

e den Zusammenhang zwischen allgemeiner Potenz, Exponentialfunktion und
Logarithmus zur Basis a aus Proposition 19.3.4 kennen.

Selbstkontrollelement 19.3

Berechnen Sie —x™ und —=”* fiir x > 0, wobei 7w die Kreiszahl ist. Erklidren Sie

x T
den Unterschied zwischen 2™ (allgemeine Potenz) und 7% (Exponentialfunktion zur

Basis ).

10



