
Studierhinweise zu Lektion 5

Mathematische Grundlagen (Modul 61111)

Diese Lektion widmet sich dem zentralen Anliegen der reellen Analysis: der Untersu-
chung von Funktionen f : D → R. In Kapitel 14 werden Grundbegri�e für Funktio-
nen eingeführt (Monotonie, Umkehrfunktion, Beschränktheit) und wichtige Beispiel-
klassen vorgestellt � Polynomfunktionen, rationale Funktionen, allgemeine Potenz-
funktionen, Exponential- und Logarithmusfunktion. Kapitel 15 führt den Begri� der
Stetigkeit ein: Eine stetige Funktion reagiert auf kleine Änderungen des Arguments
nur mit kleinen Änderungen des Funktionswerts. Sie lernen das ε-δ-Kriterium sowie
die Sätze von Bolzano (Nullstellensatz und Zwischenwertsatz) kennen. Kapitel 16 be-
handelt die Di�erenzierbarkeit : Existiert der Grenzwert des Di�erenzenquotienten,
so nennen wir ihn die Ableitung und interpretieren ihn als Steigung der Tangente.
Die Di�erentiationsregeln (Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel) ermöglichen
das Ableiten aller in der Praxis auftretenden Funktionen.

Lesen Sie den Text aktiv � rechnen Sie Beweise nach, arbeiten Sie die Aufgaben
selbst durch, und stellen Sie sich bei jeder De�nition ein konkretes Beispiel vor.

Struktur der Lektion 5

Kap. 14: Funktionen Kap. 15: Stetigkeit Kap. 16: Di�erenzierbarkeit

14.1 Grundbegri�e
Graph, Umkehrfunktion,

Monotonie, Be-
schränktheit

14.2 Beispiele:
Polynom- und rationale

Funktionen

14.2 Allg. Potenz xρ

Exponentialfunktion ax

14.2 Logarithmus loga
natürl. Logarithmus ln

15.1 Stetigkeit in a
ε-δ-Kriterium
Rechenregeln

15.2 Stetigkeit auf
Intervallen: Bolzano,
Zwischenwertsatz,

Min/Max

15.3 Grenzwerte von
Funktionen limx→a f(x)
hebbare Unstetigkeit

16.1 Ableitung f ′(a)
Di�erenzenquotient
lokale Extrema

16.2 Di�erentiationsregeln
Produkt-, Quotienten-,

Kettenregel, Umkehrregel

16.3 Ableitungen:
Polynom, exp, ln, xa

Sinus, Cosinus
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Zielelement 14.1 � Grundbegri�e für Funktionen

Lerninhalte

Funktion f : D → R,
Graph, Bild

Umkehrfunktion f−1

(existiert ⇔ f injektiv)

Monotonie (wach-
send/fallend)
streng monoton

Beschränktheit
von Funktionen

Restriktion f |D′

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� den Unterschied zwischen dem Analysis- und dem Lineare-Algebra-Begri� der
Komposition kennen (Bild von f muss Teilmenge des De�nitionsbereichs von
g sein, nicht gleich),

� erklären können, wann eine Umkehrfunktion existiert, und den Graphen von
f−1 durch Spiegelung an der Diagonale d = {(z, z)} konstruieren,

� die Begri�e monoton wachsend, streng monoton fallend usw. an Beispielen
überprüfen und Proposition 14.1.11 (streng monotone Funktionen sind injek-
tiv) anwenden können,

� beschränkte Funktionen erkennen und algebraische Verknüpfungen beschränk-
ter Funktionen auf Beschränktheit untersuchen.

Selbstkontrollelement 14.1

Sei f : R → R, f(x) = 2x + 1. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f−1 und be-
schreiben Sie, wie man den Graphen von f−1 aus dem Graphen von f erhält.
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Zielelement 14.2a � Polynomfunktionen und rationale Funk-

tionen

Lerninhalte

Polynom p ∈ K[T ]:
Produkt, Divi-
sion mit Rest

Nullstellen und
Faktor (T − λ)
Anzahl der Null-
stellen ≤ deg(p)

Polynomfunktion
p̃ : R → R
Identitätssatz

Rationale Funktion p̃/q̃
Kürzen, De�nitionsbereich

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� Polynome in K[T ] multiplizieren und mit Rest dividieren können,

� Proposition 14.2.8 (Nullstellen⇔ Teiler (T−λ)) und Korollar 14.2.9 (höchstens
n Nullstellen) kennen und anwenden,

� den Identitätssatz (Satz 14.2.13) formulieren: Stimmen zwei Polynomfunk-
tionen in mehr als max(deg p, deg q) Punkten überein, so sind die Polynome
gleich,

� rationale Funktionen kürzen und ihren De�nitionsbereich bestimmen.

Selbstkontrollelement 14.2a

Zeigen Sie, dass λ = 2 eine Nullstelle von p = T 3 − 6T + 4 ist, und geben Sie die
Division p = (T − 2) · q + r explizit an.
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Zielelement 14.2b � Allgemeine Potenz und Exponentialfunk-

tion

Lerninhalte

Rationale Poten-
zen ar, r ∈ Q

Allgemeine Po-
tenz aρ, ρ ∈ R
als Grenzwert

(arn) mit rn → ρ

Potenzregeln für ρ, σ ∈ R
(aρ)σ = aρσ

Potenzfunktion
x 7→ xρ: Monoto-

nie, Bild, Umkehrung

Exponentialfunktion
expa(x) = ax

Eigenschaften, Graph

Eulersche Zahl
e, exp = expe

lim(1 + xn)
1/xn = e

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� erklären können, wie aρ für irrationales ρ als Grenzwert einer Folge mit ratio-
nalen Exponenten de�niert wird,

� die fünf Potenzregeln (Satz 14.2.32) auswendig kennen und anwenden,

� die Monotonieeigenschaften der allgemeinen Potenzfunktion (Proposition 14.2.25)
und der Exponentialfunktion (Satz 14.2.35) kennen,

� den Grenzwert limn→∞(1 + xn)
1/xn = e (Satz 14.2.39) anwenden.

Selbstkontrollelement 14.2b

Berechnen Sie 2π schrittweise: Geben Sie eine Folge rationaler Zahlen (rn) mit rn →
π an und erläutern Sie, warum (2rn) konvergiert.
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Zielelement 14.2c � Logarithmus

Lerninhalte

Logarithmus loga:
Umkehrfunktion von expa

Eigenschaften: Mo-
notonie, Bild = R

loga(1) = 0, loga(a) = 1

Rechenregeln:
loga(xy) = loga x + loga y

loga(x
ρ) = ρ loga x

Natürlicher Loga-
rithmus ln = loge
xa = exp(a lnx),

expa(x) = exp(x ln a)

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� den Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion de�nieren kön-
nen,

� die Eigenschaften des Logarithmus (Satz 14.2.42) kennen und einsetzen kön-
nen,

� die Rechenregeln für den Logarithmus sicher anwenden (insbesondere die Lo-
garithmusgesetze für Produkte, Quotienten und Potenzen),

� loga(x), expa(x) und die allgemeine Potenzfunktion durch exp und ln aus-
drücken können (Proposition 14.2.44).

Selbstkontrollelement 14.2c

Berechnen Sie log2(8) und vereinfachen Sie loga(a
3 ·

√
a) so weit wie möglich.
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Zielelement 15.1 � Stetigkeit: Grundlagen

Lerninhalte

Stetigkeit in a: (an) → a
⇒ (f(an)) → f(a)

Beispiele: Dirichlet-
funktion unstetig,
xρ, expa, loga stetig

ε-δ-Kriterium
für Stetigkeit
(Satz 15.1.9)

Rechenregeln: f ± g,
fg, f

g , h ◦ f stetig

Polynomfunktionen
und rationale

Funktionen sind stetig

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� die Folgende�nition der Stetigkeit (De�nition 15.1.1) und das ε-δ-Kriterium
(Satz 15.1.9) formulieren und ineinander überführen können,

� die Äquivalenz beider Formulierungen beweisen können,

� die Rechenregeln für stetige Funktionen (Proposition 15.1.11) anwenden,

� konkrete Funktionen auf Stetigkeit oder Unstetigkeit prüfen (inkl. Dirichlet-
funktion und Gröÿte-Ganze-Funktion).

Selbstkontrollelement 15.1

Beweisen Sie mit dem ε-δ-Kriterium, dass f : R → R, f(x) = 3x− 1, stetig ist.
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Zielelement 15.2 � Stetige Funktionen auf Intervallen

Lerninhalte

Nullstellensatz
von Bolzano

f(a) < 0 < f(b)
⇒ Nullstelle

Zwischenwertsatz:
f nimmt jeden Wert
zw. f(a) und f(b) an

Satz vom Minimum
und Maximum:
f : [a, b] → R
stetig ⇒ Extrema

injektiv und ste-
tig auf Intervall

⇔ streng monoton

Umkehrfunktionen
stetiger Funktionen

sind stetig

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� den Nullstellensatz und den Zwischenwertsatz von Bolzano formulieren und
beweisen können,

� den Satz vom Minimum und Maximum (Korollar 15.2.9) kennen und anwen-
den,

� das Lemma 15.2.10 (stetig und injektiv auf [a, b] ⇒ streng monoton) kennen
sowie dessen Beweis und Konsequenzen verstehen,

� erklären, warum die Umkehrfunktion einer auf einem Intervall stetigen und
injektiven Funktion ebenfalls stetig ist (Proposition 15.2.14).

Selbstkontrollelement 15.2

Sei f : [0, 1] → R stetig mit f(0) = −1 und f(1) = 3. Welche Aussage liefert der
Zwischenwertsatz? Welche Werte nimmt f garantiert an?
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Zielelement 15.3 � Grenzwerte von Funktionen

Lerninhalte

Häufungspunkt
von D ⊆ R

Konvergenz von f in a:
(f(an)) konvergiert
für alle (an) → a

Grenzwert limx→a f(x)
(unabhängig
von der Folge)

f stetig in a ⇔
limx→a f(x) = f(a)

Hebbare Unstetigkeit
ε-δ-Kriterium
für Grenzwert

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� den Begri� des Häufungspunkts und die De�nition der Konvergenz einer Funk-
tion in einem Punkt (De�nition 15.3.4) erklären können,

� den Zusammenhang zwischen Stetigkeit und dem Grenzwert limx→a f(x) (Pro-
position 15.3.9) kennen,

� das ε-δ-Kriterium für Funktionengrenzwerte (Satz 15.3.15) anwenden und heb-
bare Unstetigkeiten erkennen und beheben können,

� die Rechenregeln für Funktionenkonvergenz (Proposition 15.3.17) anwenden.

Selbstkontrollelement 15.3

Berechnen Sie lim
x→2

x2 − 4

x− 2
und erklären Sie, ob die Funktion f(x) = x2−4

x−2
eine hebbare

Unstetigkeit in x = 2 besitzt.
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Zielelement 16.1 � Die Ableitung einer Funktion

Lerninhalte

Di�erenzierbarkeit in a:
limx→a

f(x)−f(a)
x−a = f ′(a)

Geometrische
Interpretation:

Steigung der Tan-
gente, Sekante

di�erenzierbar ⇒ stetig

Lokale und glo-
bale Extrema

De�nition innerer Punkt

Notwendige Bedin-
gung: f ′(a) = 0
an inneren loka-
len Extremstellen

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� die De�nition der Di�erenzierbarkeit (De�nition 16.1.1) durch den Grenzwert
des Di�erenzenquotienten formulieren und den geometrischen Zusammenhang
mit der Tangente erklären können,

� beweisen können, dass Di�erenzierbarkeit Stetigkeit impliziert (Proposition 16.1.3),

� lokale und globale Extrema de�nieren und die notwendige Bedingung f ′(a) = 0
an inneren Extremstellen (Proposition 16.1.12) kennen und anwenden können.

Selbstkontrollelement 16.1

Beweisen Sie direkt aus der De�nition, dass f(x) = x2 in a = 3 di�erenzierbar ist
und berechnen Sie f ′(3).
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Zielelement 16.2 � Di�erentiationsregeln

Lerninhalte

Summen- und Faktorregel
(f ± g)′ = f ′ ± g′,

(αf)′ = αf ′

Produktregel
(fg)′ = f ′g + fg′

Quotientenregel
und Reziprokregel(

f
g

)′
= f ′g−fg′

g2

Kettenregel
(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a)) · g′(a)

Ableitung der
Umkehrfunktion

(f−1)′(b) = 1
f ′(f−1(b))

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� alle Di�erentiationsregeln (Proposition 16.2.1) auswendig kennen und beherr-
schen � Summe, Produkt, Quotient, Faktor,

� die Kettenregel (Satz 16.2.3) sicher anwenden können, auch bei mehrfach ver-
schachtelten Kompositionen,

� die Formel für die Ableitung der Umkehrfunktion (Proposition 16.2.4) kennen
und geometrisch interpretieren können.

Selbstkontrollelement 16.2

Leiten Sie f(x) =
x2 + 1

x− 1
mit der Quotientenregel ab und g(x) = (x3 + 1)5 mit der

Kettenregel.
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Zielelement 16.3 � Ableitungen wichtiger Funktionen

Lerninhalte

Potenzregel
(xk)′ = kxk−1, k ∈ Z

Exponentialfunktion:
(expa(x))

′ = expa(x) ·
ln(a), (ex)′ = ex

Logarithmus:
ln′(x) = 1

x ,
log′a(x) = 1

x ln(a)

Allgemeine Po-
tenzfunktion:
(xa)′ = axa−1

Winkelfunktionen:
sin′ = cos, cos′ = − sin

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

� alle Standard-Ableitungsregeln auswendig wissen: Potenzregel für k ∈ Z und
a ∈ R, Exponentialfunktion, natürlicher Logarithmus, Sinus und Cosinus,

� Ableitungen zusammengesetzter Funktionen durch Kombination der Di�eren-
tiationsregeln mit diesen Grundableitungen berechnen,

� die Eigenschaften von Sinus und Cosinus (SinCos-1 bis SinCos-5) kennen und
aus ihnen die Di�erenzierbarkeit herleiten können.

Selbstkontrollelement 16.3

Berechnen Sie die Ableitungen von f(x) = x4 exp(x), g(x) = ln(sin(x)) und h(x) =

x
√
2.
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