Studierhinweise zu Lektion 3
Mathematische Grundlagen (Modul 61111)

Diese Lektion bildet das Herzstiick der Linearen Algebra im Modul. In Kapitel 7
werden die Begriffe der linearen Unabhéngigkeit, der Basis und der Dimension end-
lich erzeugter Vektorrdume eingefiihrt. Das zentrale Hilfsmittel ist der Austauschsatz
von Steinitz, aus dem alle wichtigen Dimensionsformeln folgen.

Kapitel 8 wendet sich den linearen Abbildungen zu — Abbildungen zwischen Vek-
torrdumen, die Addition und Skalarmultiplikation respektieren. Hier lernen Sie die
Begriffe Kern, Bild und Rang einer linearen Abbildung kennen sowie den wichtigen
Rangsatz.

Kapitel 9 schlagt die Briicke zuriick zu Matrizen: Jeder linearen Abbildung zwi-
schen endlich erzeugten Vektorrdumen kann (nach Wahl von Basen) eine Matrix
zugeordnet werden. Matrizenmultiplikation entspricht dabei der Komposition linea-
rer Abbildungen.

Lernen Sie die Definitions- und Satzformulierungen so weit, dass Sie sie erkennen,
anwenden und — zumindest skizzenhaft — beweisen kdnnen. Viele Satze dieser Lek-
tion sind Folgerungen aus dem Steinitz’schen Austauschsatz und bauen aufeinander
auf.

Struktur der Lektion 3

Kapitel 7: Basen & Dimension Kapitel 8: Lineare AbbildungKapitel 9: Abbildungen & Mat

7.1 Lineare Un-
abhéngigkeit
trivial / nicht-trivial

8.1 Definition &

!

7.2 Basen
Charakterisierung,
Existenz

'

7.3 Austausch-
satz (Steinitz)
Basiserginzungssatz

'

7.4 Dimension
Dimensionsformeln

> Eigenschaften

f(vr+w2) = f(v1) + f(v2)

9.1 Hom K (V, W)
Vektorraumstruktur

'

'

8.2 Isomorphe
Vektorrdume
kg : V. —> K"

9.2 Koordinatenvektoren

cMp(f) - kB(v) =
ko (f(v))

'

'

8.3 Kern & Bild
Rangsatz

9.3 Matrizenprodukt &

Komposition

!

8.4 Abbildungen & Basen

Eindeutigkeit durch Bilder |




Zielelement 7.1 — Lineare Unabhéangigkeit

Lerninhalte

Triviale Darstellung des
Nullvektors (alle a; = 0)

!

Definition: line-
ar unabhingig
Zaivi:0:>ai:OVi

!

Linear abhéngig:
nicht-triviale Dar-
stellung von 0

Prop. 7.1.6: Cha-

rakterisierung
Vi € (U1y..uy Djyen,Up)

'

Kriterium: Rang der
Koeffizientenmatrix

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

den Begriff der linearen Unabhingigkeit prézise definieren kénnen,

lineare Unabhéngigkeit von Vektoren mithilfe des Gaufs-Algorithmus (Rang-
berechnung) iiberpriifen kénnen,

die Charakterisierung linear abhéngiger Vektoren (Prop. 7.1.6) kennen und
anwenden konnen,

wissen, dass ein einzelner Vektor v # 0 stets linear unabhéingig ist, und zwei
Vektoren genau dann linear abhéngig sind, wenn einer ein skalares Vielfaches
des anderen ist.

Selbstkontrollelement 7.1

1 0 2
Sind die Vektoren (2|, | 1], 3 € R3 linear unabhingig? Bestimmen Sie
0 3 -3

dazu den Rang der zugehorigen Koeffizientenmatrix.



Zielelement 7.2 — Basen endlich erzeugter Vektorraume

Lerninhalte

Def. 7.2.1: Basis
linear unabhéngiges
Erzeugendensystem

'

Standardbasen:
K™ My (K),
Polynome vom Grad < n

'

Prop. 7.2.7: Aquivalenz
eindeutige Darstel-
lung jedesv € V

!

Prop. 7.2.8: Exis-
tenz von Basen
Herausstreichen aus
Erzeugendensystem

!

Bem. 7.2.11: linear
unabh. Vektoren
erginzen / Er-
zeugendensystem

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:
e die Definition einer Basis auswendig kennen,

e die Standardbasen der wichtigsten Vektorraume (K™, M,,,(K), Polynome)
angeben kdnnen,

e Proposition 7.2.7 (Charakterisierung von Basen durch eindeutige Linearkom-
binationsdarstellung) kennen und im Beweis nutzen konnen,

e verstehen, wie man aus einem endlichen Erzeugendensystem eine Basis gewinnt
(Proposition 7.2.8).
Selbstkontrollelement 7.2

Zeigen Sie, dass 1 + 7', 1 — T eine Basis des Vektorraums der Polynome vom Grad
< 1 iiber R ist. Warum ist 1+ 7, 1 — T, 2 keine Basis?



Zielelement 7.3 — Der Austauschsatz von Steinitz

Lerninhalte

Lemma 7.3.1:
Austauschlemma,
Ersatz eines Basis-
vektors durch v # 0

!
Satz 7.3.3: Aus-
tauschsatz (Steinitz)
m lin. unabh. Vek-
toren = m < n

!

Kor. 7.3.4: End-
lich erzeugt &
beschrankte Anzahl
lin. unabh. Vektoren

!

Kor. 7.3.5: Basi-
serganzungssatz
lin. unabh. Menge
zu Basis ergidnzen

Kor. 7.3.6: Alle Basen
haben gleiche

Elementezahl

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e das Austauschlemma (7.3.1) und den Austauschsatz (7.3.3) in eigenen Worten
erklaren konnen,

e den Basisergiinzungssatz (7.3.5) kennen und anwenden konnen,

e begriinden konnen, warum je zwei Basen eines endlich erzeugten Vektorraums
gleich viele Elemente haben (7.3.6).

Selbstkontrollelement 7.3

1
Sei V = R3. Erginzen Sie v; = | 1| zu einer Basis von V. Wie viele Vektoren

miissen Sie hinzufiigen?



Zielelement 7.4 — Dimension und Dimensionsformeln

Lerninhalte

Def. 7.4.1: Di-
mension dim(V)
Anzahl Vekto-
ren einer Basis

Beispiele: dim(K") = n,
dim(M,,,,) = mn,
dim(Pol,) = n+1

'

Prop. 7.4.4: n lin.
unabh. Vektoren
in V mit dim(V) =
n = Basis

!

Kor. 7.4.5:
dim(U) < dim(V)
dim(U) =
dm(V) & U =V

!

Prop. 7.4.6: Di-
mensionsformel
dim(U + W) = dim(U) +
dim(W) — dim(U N W)

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e die Dimension eines Vektorraums definieren und fiir die Standardbeispiele an-
geben konnen,

e Proposition 7.4.4 kennen und als Arbeitserleichterung einsetzen kénnen (nur
eine der beiden Basiseigenschaften nachweisen),

e die Dimensionsformel fiir Summe und Durchschnitt (Prop. 7.4.6) beherrschen
und den Beweisaufbau skizzieren kénnen.
Selbstkontrollelement 7.4

Seien U = (€1, e2) und W = (e, e3) Unterrdume von R3. Bestimmen Sie dim(U +W)
und dim(U N W) mithilfe der Dimensionsformel.



Zielelement 8.1 — Lineare Abbildungen: Definition und Eigen-
schaften

Lerninhalte

Def. 8.1.1: Li-
neare Abbildung
f(o1+v2) = f(v1) + f(v2),
flav) = af(v)
!

Bem. 8.1.4: f(0) = 0,
f(=v) = —f(v)
!

Def. 8.1.5: Isomorphismus
bijektive linea-
re Abbildung

!

Prop. 8.1.8: Inverse von
Isomorphismen sind
Isomorphismen

!

Prop. 8.1.9: Komposition
linearer Abbil-
dungen ist linear

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e lineare Abbildungen erkennen und die Linearitdtsbedingungen nachweisen kon-
nen,

e die elementaren Eigenschaften linearer Abbildungen (Nullvektor, negierter Vek-
tor) aus den Axiomen herleiten konnen,

e den Begriff des Isomorphismus kennen und verstehen, warum inverse und zu-
sammengesetzte Isomorphismen wieder Isomorphismen sind.

Selbstkontrollelement 8.1

Ist f:R? — R?, f(i) = (w ;_ 1) eine lineare Abbildung? Begriinden Sie.



Zielelement 8.2 — Isomorphe Vektorriaume

Lerninhalte

Satz 8.2.2: kg : V — K"
ist Isomorphismus

!

Def. 8.2.4: Ko-
ordinatenvektor
kp(v) € K™ bzgl. Basis B

Kor. 8.2.6:
gleiche Dim. < isomorph

!

Satz 8.3.19: Struktursatz
dim(V)=n=V =2 K"

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:
e den Koordinatenvektor eines Vektors beziiglich einer Basis bestimmen konnen,
e die Abbildung xp als Isomorphismus verstehen und erkléren kdnnen,

e wissen, dass zwei endlich erzeugte Vektorrdume genau dann isomorph sind,
wenn sie dieselbe Dimension haben.

Selbstkontrollelement 8.2

Sei B = (14T, T) eine Basis des Vektorraums der Polynome vom Grad < 1 iiber
R. Bestimmen Sie k(3 + 27).



Zielelement 8.3 — Kern, Bild und Rangsatz

Lerninhalte
Def. 8.3.1: Bild(f) Def. 8.3.7: Kern(f)
Unterraum von Unterraum von
W (Bem. 8.3.2) V (Bem. 8.3.8)
Kor. 8.3.5: f surjektiv Prop. 8.3.10: f injektiv
& f(v1),..., f(vn) < Kern(f) = {0}
Erz.sys. von W
|
A\
Def. 8.3.12:
Rg(f) = dim(Bild(f))
Kor. 8.3.14: Rangsatz
dim(V) =
dim(Kern(f)) + Re(f)
Kor. 8.3.17: sur-
jektiv & injektiv
(bei dim (V') = dim(W))
Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:
e Kern und Bild einer linearen Abbildung berechnen kénnen,

e Injektivitit iiber den Kern und Surjektivitdt iiber das Bild charakterisieren
kénnen,

e den Rangsatz kennen, beweisen und auf konkrete Beispiele anwenden kdnnen,

e Korollar 8.3.17 (surjektiv < injektiv) als Arbeitserleichterung nutzen.
Selbstkontrollelement 8.3

r+vy

x
Cr L3 2 _
Sei f:R> —=R* |y _(y—i—z

) . Bestimmen Sie Kern(f) und Rg(f). Verifizieren
z

Sie den Rangsatz.



Zielelement 8.4 — Lineare Abbildungen und Basen

Lerninhalte

Satz 8.4.1: Li-
neare Abbildung
eindeutig durch
Bilder einer Basis

!

Konstruktion linea-
rer Abbildungen
mit vorgegebe-
nen Eigenschaften

!

Kor. 8.4.6: Zu je-
der Basis B, C
gibt es genau einen
Iso. f(v;)) = w;

Kor. 8.4.7 / Def. 8.4.8:
Basiswechsel als

Isomorphismus

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e Satz 8.4.1 kennen und zur Konstruktion linearer Abbildungen mit vorgegebe-
nen Eigenschaften einsetzen kénnen,

e verstehen, warum eine lineare Abbildung vollstdndig durch ihre Werte auf einer
Basis festgelegt ist,

e den Begriff des Basiswechsels (Def. 8.4.8) erkldren kénnen.
Selbstkontrollelement 8.4

Definieren Sie eine lineare Abbildung f : R? — R? mit Kern(f) = <<1>) Geben

Sie eine explizite Formel fiir f an.



Zielelement 9 — Lineare Abbildungen und Matrizen

Lerninhalte

Def. 9.1.1: Homg (V, W)
Vektorraumstruktur
(Prop. 9.1.2)

!

Def. 9.1.4: Matrixdar-
stellung ¢ Mp(f)
Koordinatenvektoren
der Bilder

Satz 9.1.9: CMB
ist Isomorphismus

Hompg (V, W) = My (K)

!

Kor. 9.1.10:
dim(Homg (V,W)) =
dim(V) - dim(W)

}

Prop. 9.2.1: ¢ Mg(f) -
kp(v) = Ke(f(v))
}

Kor. 9.2.4:
Rg(f) = Re(cMp(f))
}

Prop. 9.3.1: pMp(go f) =
pMc(g) - eMp(f)

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie:

e die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung beziiglich gegebener Basen be-
rechnen kénnen,

e die zentrale Formel ¢ Mp(f) - kp(v) = ko(f(v)) verstehen und anwenden kon-
nen,

e wissen, dass Matrizenmultiplikation der Komposition linearer Abbildungen
entspricht (Prop. 9.3.1),

e die Dimensionsformel dim(Homg (V,W)) = mn kennen.

Selbstkontrollelement 9

Cor L2 2 . r\ 2 —y
Sei f : R — R* definiert durch f(y) = (x—i-?)y

lich der Standardbasis E von R%. Was ist Rg(f)?

). Berechnen Sie p Mg(f) beziig-

10



