Studierhinweise zu Lektion 2
Mathematische Grundlagen (Modul 61111)

In dieser Lektion beginnt die eigentliche Lineare Algebra. Das zentrale Handwerk-
zeug ist der Gauftalgorithmus (Kapitel 4), mit dem Matrizen in Treppennormal-
form iiberfiihrt werden. Er bildet die Grundlage fiir das Lisen linearer Gleichungs-
systeme (Kapitel 5) und fiir den abstrakten Begriff des Vektorraums (Kapitel 6),
der das gesamte weitere Studium durchzieht.

Besondere Aufmerksamkeit verdienen der Gaufbalgorithmus und die Losungsformel
fiir lineare Gleichungssysteme — beide miissen Sie aktiv beherrschen, nicht nur passiv
verstehen. Rechnen Sie viele Beispiele, nutzen Sie die Maple-Apps in der Moodle-
Lernumgebung, und arbeiten Sie die Aufgaben im Lehrtext durch.

Struktur der Lektion 2

Kapitel 4: Gauftalgorithmus Kapitel 5: Lin. GleichungssystemeKapitel 6: Vektorrdume

4.1 Treppennormalform 5.1 Definitionen 6.1 Vektorraum
Definition, > Axr = b, Koef- Axiome, Beispiele
Pivot-Positionen fizientenmatrix ¢
¢ ¢ 6.2 Unterrdume
4.2 Gaubalgorithmus 5.2 Struktur der Unterraumkriterium,
spaltenweise Umformung Losungsmenge U+W,UNW
¢ L = M+U ¢
4.3 Transformationsmatrix ¢ 6.3 Endlich erzeug-
(A| Ip) = (T ] S) 5.3 Zusammenfassung te Vektorriume
¢ Merkregeln fiir Ag und U Linearkombination,
4.4 Eindeutigkeit Erzeugnis
der Treppennormalform
4.5 Rang Rg(A)
Invertierbarkeit




Zielelement 4.1 — Treppennormalformen

Lerninhalte

Lernziele

Definition der Trep-
pennormalform
(vier Bedingungen)

!

Pivot-Positionen (i, j;)

'

Beispiele und
Gegenbeispiele
in My, (K)

'

Invertierbare Matrizen
in Treppennor-
malform < I,

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e die vier Bedingungen der Treppennormalform kennen und auf konkrete Ma-

trizen anwenden konnen,

e entscheiden konnen, ob eine gegebene Matrix in Treppennormalform ist, und

gegebenenfalls die Pivot-Positionen angeben,

e wissen, dass die einzige invertierbare Matrix in Treppennormalform die Ein-
heitsmatrix ist.

Selbstkontrollelement 4.1

Entscheiden Sie, welche der folgenden Matrizen in Treppennormalform sind, und

geben Sie jeweils die Pivot-Positionen an:
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Zielelement 4.2 — Der Gaufialgorithmus

Lerninhalte

Idee: spalten-
weises Vorgehen

!

Drei Fille pro Spalte:
kein Pivot / Pivot
direkt / Zeilentausch

'

Formaler Algorithmus
(Satz 4.2.4)

'

Transformationsmatrix S

via (A | In)

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e den Gaufalgorithmus sicher und fehlerfrei auf beliebige Matrizen anwenden
konnen,

e die Transformationsmatrix S mit SA = T (Treppennormalform) berechnen,
e wissen, dass die Treppennormalform eindeutig ist (Satz 4.4.2), das Produkt S
der Elementarmatrizen aber nicht.

Selbstkontrollelement 4.2

Uberfiihren Sie die Matrix

0 2 —4
A=|1 3 -1
24 0

durch elementare Zeilenumformungen in Treppennormalform und berechnen Sie da-
bei gleichzeitig die invertierbare Matrix S mit SA =T.



Zielelement 4.5 — Rang und Invertierbarkeit

Lerninhalte

Definition Rg(A):
Anzahl der
Pivot-Positionen

'

Proposition 4.5.4:
(a)—(d) dquivalent

'

Korollar 4.5.6:
CA=1,=C=A"

!

Berechnung von A~!
via Gaulbalgorithmus

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:
e den Rang einer Matrix berechnen kdnnen,

e die vier dquivalenten Charakterisierungen invertierbarer Matrizen (Propositi-
on 4.5.4) kennen und einsetzen kénnen,

e Korollar 4.5.6 verstehen: aus C'A = [, folgt bereits die volle Invertierbarkeit,

e die Inverse einer invertierbaren Matrix mit dem Gauftalgorithmus berechnen.
Selbstkontrollelement 4.5

Untersuchen Sie, ob A = (i ;) invertierbar ist, und berechnen Sie gegebenenfalls

A7 mit dem GauRalgorithmus.



Zielelement 5 — Lineare Gleichungssysteme

Lerninhalte

Ax = b: Koef-
fizientenmatrix,
erweiterte Matrix A’

!

Losbarkeit:
Rg(A) = Rg(A')

!

Partikuldre Losung Ag
(Merkregel 5.2.9)

'

Homogene L&-
sungsmenge U
(Merkregel 5.2.16)

'

L = N+U
Eindeutigkeit
< Rg(4) = n

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie:

e entscheiden konnen, ob ein lineares Gleichungssystem losbar ist (Vergleich der
Rénge von A und A'),

e cine partikuldre Losung mit der Merkregel 5.2.9 ablesen kénnen,

e die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems mit Merkregel 5.2.16
bestimmen konnen,

e die vollstandige Losungsmenge als \g + U angeben und wissen, wann das Sys-
tem genau eine Losung hat.

Selbstkontrollelement 5

Losen Sie das lineare Gleichungssystem iiber R:

12 -1 3 1

24 0 2 21 _ |2

12 1 -1/ |" 0
Ty



Zielelement 6.1 — Vektorraume

Lerninhalte

Motivation: Vek-
toren im R2
Parallelogramm-Gesetz

!

Definition K-Vektorraum
(3 Axiomengruppen)

'

Rechenregeln (Prop. 6.1.4)
Ov =20, a-0=0,
(—a)v = —av

Beispiele: M,,,,(K), K",
K|[T], Losungsmen-
gevon Az = 0

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e die Definition eines K-Vektorraums kennen und an neuen Beispielen iiberprii-
fen konnen,

e die Rechenregeln aus Proposition 6.1.4 aus den Axiomen herleiten kénnen,
e die wichtigsten Beispiele fiir Vektorrdume (insbesondere K", M,,,(K) und
Losungsmengen homogener Gleichungssysteme) kennen.
Selbstkontrollelement 6.1

Ist die Menge V = {f : R — R | f(0) = 0} mit der iiblichen punktweisen Addition
und Skalarmultiplikation ein R-Vektorraum? Uberpriifen Sie die Axiome.



Zielelement 6.2 — Unterraume

Lerninhalte

Lernziele

Definition Unterraum
U # (), Axiome vererbt

!

Unterraumkriterium
(Prop. 6.2.3):
0 € U, +-abgeschlossen,
--abgeschlossen

!

Durchschnitt U N W
ist Unterraum

!

Summe U + W
ist Unterraum;

U U W i. Al nicht

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e das Unterraumkriterium anwenden kénnen, um Unterrdume zu erkennen oder
zu widerlegen,

e wissen, dass UNW und U + W Unterrdume sind, U UW aber im Allgemeinen

nicht,

e Losungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme als Unterrdume von
K™ einordnen koénnen.

Selbstkontrollelement 6.2

Sei V =R3 und U =

y| €R3|2+y=0p. Zeigen Sie mit dem Unterraum-

kriterium, dass U ein Unterraum von R? ist.




Zielelement 6.3 — Endlich erzeugte Vektorridume

Lerninhalte

Linearkombination
aivy + -+ amum

Lineare Hiille (S)

ist Unterraum
(Prop. 6.3.4)

'

Erzeugendensystem:
(S) =V

'

Endlich erzeug-
ter Vektorraum:
V = (v1,...,um)

'

Beispiele/Gegenbeispiel:
K™ My (K),
Polynome < n
vs. K[T] nicht
endlich erzeugt

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e Linearkombinationen bilden und die lineare Hiille einer Menge beschreiben
kénnen,

e nachweisen oder widerlegen kénnen, dass eine Menge S ein Erzeugendensystem
von V ist (durch Losung eines linearen Gleichungssystems),

e endlich erzeugte Vektorrdume von nicht endlich erzeugten unterscheiden,

e verstehen, warum K [T nicht endlich erzeugt ist.

Selbstkontrollelement 6.3

1 1 0
Liegt der Vektor v = | 2 | in der linearen Hiille von v; = [0 | und vo = [ 1|7
3 1 1

Bestimmen Sie gegebenenfalls die Koeffizienten.



