Studierhinweise zu Lektion 1
Mathematische Grundlagen (Modul 61111)

Diese Lektion legt die sprachlichen und begrifflichen Grundlagen fiir den gesamten
weiteren Verlauf des Moduls. Im ersten Kapitel werden Notation und Grundbegrif-
fe eingefiihrt, die in der Mathematik allgegenwirtig sind: das Summensymbol X,
logische Junktoren und Quantoren, Mengen und Abbildungen, Verkniipfungen und
Korper. In Kapitel 2 wird die Matrizenrechnung eingefiihrt, in Kapitel 3 werden
Elementarmatrizen und elementare Zeilenumformungen behandelt.

Einen mathematischen Text darf man nicht wie einen Roman lesen — man muss ihn
sich erarbeiten. Schreiben Sie mit, stellen Sie sich Beispiele vor, und l6sen Sie die
Ubungsaufgaben aktiv, bevor Sie in die Losungen schauen.

Struktur der Lektion 1

Kapitel 1: Grundbegriffe Kapitel 2: Matrizen Kapitel 3: Elementarmatrizen
1.1 Summensymbol X 2.1-2.2 Matrizen 3.1 Elementare Zei-
Doppelsummen > Addition, Ska- e lenumformungen
i larmultiplikation Zij, Zi(r), Zij(s)
1.2 Aussagen ¢ ¢
Junktoren, Quantoren, 2.3 Matrizenmultiplikation | || 3.2 Elementarmatrizen
Vollst. Induktion FEinheitsmatrix I, Pi;, Di(r), T;;(s)
.1 '_3 Mengen ' 2.4 Gemisch- 3.3 Zeileniquivalenz
Vereinigung, Schnitt, te Rechenregeln A ~; B
Produkt, Machtigkeit Distributivgesetze

!

1.4 Abbildungen
Bild, Urbild,
injektiv, surjektiv, bijektiv

!

1.5 Verkniipfungen
kommutativ, assoziativ,
neutrales Element

!

1.6 Koérper
K mit +, -, 0, 1




Zielelement 1.1 — Das Summensymbol X

Lerninhalte

Definition desbSum—

mensymbols Z f@@)
!

Verschiedene Schreibwei-
sen und Indexvariablen

!
Doppelsummen Z Z ajj
i

!

Merkregel: Vertauschen
von Summensymbolen

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:
e das Summensymbol ¥ lesen, schreiben und ausrechnen kénnen,
e Summen in Sigma-Schreibweise umwandeln und umgekehrt,

e keine Angst vor Doppelsummen haben und die Merkregel 1.1.1 anwenden koén-
nen (Vertauschen von Summationsreihenfolgen).

Selbstkontrollelement 1.1

4 3

Berechnen Sie Z Z(z + j), einmal indem Sie zuerst {iber j und dann iiber ¢ sum-
i=1 j=1

mieren, und einmal in umgekehrter Reihenfolge. Erhalten Sie dasselbe Ergebnis?



Zielelement 1.2 — Aussagen, Junktoren und Quantoren

Lerninhalte

Junktoren:

Aussage: wahr oder falsch
_‘7 /\7 \/7 :7 @

!

Wahrheitstafeln

!

Logische Aquivalenz

'

Quantoren: 3, V

'

Negation von
All- und Existenzaussagen

!

Vollstandige Induktion
(Induktionsanfang,
Induktionsschritt)

'

Beweisprinzipien:
direkt, Kontraposition,
Widerspruch, Ringschluss

A

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

die Wahrheitstafeln der fiinf Junktoren kennen und aufstellen kénnen,

nicht iberméfig komplexe Aussagen mit Quantoren 3, V ausdriicken und in
Umgangssprache iibersetzen konnen,

die Negation von All- und Existenzaussagen bilden kénnen (inkl. verschach-
telter Quantoren),

das Prinzip der vollstandigen Induktion verstehen und in Beweisen anwenden
kénnen,

die verschiedenen Beweisprinzipien (direkt, Kontraposition, Widerspruch, Ring-
schluss) kennen und erkennen.

Selbstkontrollelement 1.2

Bestimmen Sie die Negation der Aussage:

Ve>03dn. e NVn>n.:la, —al <e.



Zielelement 1.3 — Mengen

Lerninhalte

Menge, Element (€, ¢)

Teilmenge (C), Gleich-
heit von Mengen

'

Mengenoperationen:
U, N, \, 0, disjunkt

Endliche / un-

endliche Mengen
Michtigkeit | M |

!

Produktmenge M x N
geordnetes Paar (m,n)

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e mit den Begriffen Vereinigung, Durchschnitt, Differenzmenge, Gleichheit und
Michtigkeit von Mengen sicher umgehen kénnen,

e die Produktmenge M x N und geordnete Paare erkldren kdnnen,

e cinfache Beweise {iber Mengen (z. B. zur Méchtigkeit von M UN) selbststandig
fiihren kénnen.

Selbstkontrollelement 1.3

Seien M = {1,2,3,4} und N = {3,4,5,6}. Bestimmen Sie M UN, M AN, M\ N
und |M x NJ.



Zielelement 1.4 — Abbildungen

Lerninhalte

Abbildung f : M — N
als Teilmenge von M x N

'

Bild f(m), Bild-
bereich Bild(f)

!

Urbild

!

injektiv, surjektiv, bijektiv

'

Identische Abbildung idp,

'

Komposition g o f
(Assoziativgesetz)

!

Invertierbarkeit
< bijektiv (Kor. 1.4.22)

Lernziele

Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

den Abbildungsbegriff prizise formulieren und von der schulischen Beschrei-
bung abgrenzen konnen,

Bild und Urbilder von Abbildungen bestimmen kdénnen,
die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv erklaren und iiberpriifen kénnen,

die Komposition von Abbildungen ausfiithren und das Assoziativgesetz anwen-
den,

Korollar 1.4.22 (Charakterisierung invertierbarer Abbildungen) kennen und
einsetzen konnen.

Selbstkontrollelement 1.4

Sei f : Z — 7 definiert durch f(n) = 2n. Ist f injektiv? Ist f surjektiv? Begriinden
Sie Thre Antwort.



Zielelement 1.5 — Verkniipfungen

Lerninhalte

Verkniipfung auf M:
Abbildung M x M — M

!

Eigenschaften:
kommutativ, assoziativ,
neutrales Element

!

Invertierbarkeit
beziiglich der Verkniipfung

!

Distributivgesetze
(zwei Verkniipfungen)

Beispiel: Fy = {0,1}
mit + und -

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:
e den Begriff der Verkniipfung auf einer Menge als Abbildung verstehen,

e die Eigenschaften kommutativ, assoziativ, neutrales Element und Invertierbar-
keit an konkreten Beispielen iiberpriifen konnen,

e den Korper Iy in- und auswendig kennen.

Selbstkontrollelement 1.5

Ist die Komposition o auf Abb(M, M) kommutativ? Geben Sie ein Gegenbeispiel
oder einen Beweis an.



Zielelement 1.6 — Korper

Lerninhalte

Korper K: Men-
ge mit +, -, 0, 1

!

Axiome: Kommutati-
vitdt, Assoziativitit,
neutrales Element,
Invertierbarkeit,
Distributivgesetz

!

Beispiele: Q, R, C, Fq

'

Rechenregeln
(Prop. 1.6.4):
a -0 = 0, Nullteilerfreiheit,
Eindeutigkeit in-
verser Elemente

!
10
a

Notation: —a, a™*,

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Abschnitts sollten Sie:

e die Definition eines Korpers auswendig kennen und an Beispielen iiberpriifen
kénnen,

e verstehen, warum 7 kein Korper ist,

e die Rechenregeln in Proposition 1.6.4 aus den Koérperaxiomen herleiten kon-
nen,

e mit [y sicher rechnen kénnen.

Selbstkontrollelement 1.6

Beweisen Sie: In einem Korper K gilt (—1) - (—1) = 1. Hinweis: Verwenden Sie
Bemerkung 1.6.6.



Zielelement 2 — Matrizen

Lerninhalte

Lernziele

m X n-Matrix iber K
Eintrag a;;, Zeile, Spalte

'

Matrizenaddition,
Nullmatrix, Ska-
larmultiplikation

'

Matrizenmultiplikation
(AB)ir, = >_; aijbji

!

Einheitsmatrix I,,,
Assoziativgesetz

'

Invertierbare Matrix A~1
A71A = AA =1,

9

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie:

e Matrizen addieren und (wenn die Dimensionen passen) multiplizieren kénnen,

e wissen, wann ein Produkt AB definiert ist, und die Dimensionen des Ergeb-
nisses bestimmen kénnen,

e die Matrizenmultiplikation als nicht kommutative Verkniipfung auf M, (K)

einordnen konnen,

e den Begriff der invertierbaren Matrix kennen.

Selbstkontrollelement 2

Seien A = (

nisse gleich?

0 1

31

und B = (1 O). Berechnen Sie

AB und BA. Sind die Ergeb-



Zielelement 3 — Elementarmatrizen

Lerninhalte

Elementare Zei-
lenumformungen:
Z;j: Zeilen tauschen
Z;(r): Zeile skalieren
Zi;(s): Zeile addieren

'

Elementarmatrizen
Pij, Di(r), Ti;(s)
als Multiplika-
tion von links

'

Elementarmatrizen
sind invertierbar,
Inverse sind wieder
Elementarmatrizen

!

Zeilendquivalenz A ~z B

Lernziele
Nach Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie:
e die drei Typen elementarer Zeilenumformungen kennen und anwenden kdnnen,

e wissen, welche Elementarmatrix welche elementare Zeilenumformung bewirkt

(Merkregel 3.2.8),

e verstehen, dass Elementarmatrizen invertierbar sind und ihre Inversen eben-
falls Elementarmatrizen sind,

e den Begriff der Zeilendquivalenz erkldren konnen.

Selbstkontrollelement 3

Geben Sie die Elementarmatrizen Pia, Do(3) und Ty (—2) in M;3(R) explizit an.
Welches sind ihre Inversen?



